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RESUMO

Neste trabalho, foi deduzida a equagdo geral para a
determinacdo do momento critico & flambagem lateral de vigas
com segdc monossimétrica, em regime eldstico e analisados
diversos casos particulares.

Foi feita uma comparagdo com as recomendagdes da Norma
Brasileira (NBR 8800/86) e Especificacgbes Americanas
(AISC/LRFD/86 e AISI/86). Foram indicadas e comentadas as
‘limitagdes no uso das expressdes presentes nessas Normas.

Foi incluido também um. resume dos principais resultados
numéricos para uso no calculo expedito do momento critico em

esquemas estruturais convencionais.
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ABSTRACT

In this paper, the general equation for the elastic lateral
buckling critical moment of beams with monosymmetrical section
was derived and an analysis about several particulars cases
was carried out.

A comparision with the recomendations of the Brazilian
Standard (NBR 8800/86) and American Specifications
(AISC/LRFD/86 and AISI/86) was made. The limitations in the
use of the expressions presents in those Standards were shown
and commented.

A resume of the main numerical results was also included to
use in the expeditious determination of critical moment in

convencionals structures schemes.



1 INTRODUCAQ

1,1 OBJETIVO

0 objetivo deste trabalho & demonstrar o formulario,
apresentado na norma brasileira NBR 8800 e normas americanas
AISC/LRFD e AISI, para a determinacdo do valor do momento
fletor que causa, em regime eldstico-linear, bifurcacdo na
trajetéria de equilibrio de uma viga de acgo em flexdo simples,
ou seja momento critico & flambagem lateral por flexo-torgéo.
Serdo indicadas as simplificacgSes implicitas nas expressdes
das normas e as limitagdes dai resultantes, dentro das
hipdteses adotadas para sua deducéo,

Serd analisada a influéncia da variacio do momento fletor ao
longo do eixo da viga, da assimetria da secdo, da posicdo do

carregamento e das condig¢des de vinculo.
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1.2 JUSTIFICATIVA DA ESCOLHA DO TEMA

O consumo de ago utilizado na construgdo metédlica, no Brasil,

-

& 2 a 3 kg/habitante/anc enquanto nos paises desenvolvidos &

12 a 15 kg/habitante/ano.

Varias sdo as razdes alegadas para essa enorme diferenga:

-~custo, embora muitas vezes confundido-se custo da estrutura e
custo do empreendimento;

-complexidade, embora somente aparente, do mercado do agoj;
-inexperiéncia de projetistas e construtores;

~baixo nivel de ensino nos cursos de graduagdo de engenharia e
arquitetura;

-parca literatura nacional sobre o assunto;

~imobilismo dos emprendedores;

-razdes culturais.

0 tema deste trabalho fol escolhido tendo em vista gue seu

autor, siderurgista hd anos, se viu na obrigagdo de con-

tribuir, dentro de suas posssibilidades, com esse mercado, que

necessita crescer a fim de que nosso pais possa futuramente se
alinhar ao mundo desenvolvido.

Muitos tépicos na &rea das estruturas mnetdlicas ainda s&o
pouco conhecidos dos engenheiros calculistas brasileiros, por
exemplo: dimensionamento de barras comprimidas sujeitas A&
flambagem por flexo-torcdo, dimensionamento de barras sujeitas
a torg¢do ndo uniforme, dimensionamento de perfis formados a

frio, e outros.



O autor optou, no entanto, pelo estudo da flambagem lateral de
vigas, assunto, presente praticamente em todo dimensionamento
de vigas de ago.

A razdo da escolha & que, mesmo neste tdépico, supostamente
bastante conhecido, hd muito a ser pesquisadec e divulgado. As
normas, mesmo as mals modernas e menos conhecidas no Brasil,
sdo limitadas e incompletas.

Aproveitou-se assim o privilégio de poder elaborar uma
Dissertagdo de Mestrado nessa &rea, apoiado nos conceitos
aprendidos nas disciplinas de pés-graduag¢gdo complementados por
pesquisa bibliografica, para contribuir com a melhoria da

literatura técnica naciocnal sobre o assunto.
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2 HISTORICO

Os primeiros ensaios envolvendo a andlise do fendmeno de
flambagem lateral em vigas, com a utilizagdo de perfis
laminados, foram, segundo JOHNSTON (1976), devidos a FAIRBAIRN
em 1854, gue concluiu, corretamente, gque um aumento na

espessura e largura da mesa comprimida da viga aumenta a

‘resisténcia & flambagem lateral.

A primeira solugdo teérica, segundo BLEICH (1952), para a
flambagem de vigas com secio retangular, esbelta, submetidas a
algumas condi¢des de carregamento, foi devida a PRANDTL emn
1899, que deduziu as equagdes diferenciais, que governam o
fenédmeno. MICHEL, tambhém em 1899, independentemente de
Prandtl, deduziu as equagdes diferenciais associadas a viga
simplesmente apoiada submetida a momento constante, chegando a
resultados compativeis com os de Prandtl.

TIMOSHENKO, entre 1905 (apud TIMOSHENKO (1961)) e 1936,

deduziu a edquagdo diferencial fundamental da torg¢do, para

‘segdo duplamente simétrica em forma de "I" (o caso geral foi

deduzide por WAGNER em 1929 (apud GOODIER (1942) e TIMOSHENKO
(1961)) gue utilizou certas caracteristicas geométricas rela-
tivas & torcgdo, posteriormente generalizadas por VLASSOV em
1936 (apud VLASSOV (1962)) e desenvolveu um método energético,

especialmente para aplicd-ld na solugdo do fendmeno da



flambagem, a partir do que, resolveu diversos casos
particulares de vigas, simplesmente apoiadas, com segdo
duplamente simétrica em forma de M"I" (VLASSOV em 1962
confirmou estes resultados para o caso dgeral de segdes
duplamente simétricas) sob varios tipos de carregamento com
diferentes pontos de aplicag¢8o. GOODIER, em 1942, a partir da
equagdo diferencial da torg8o determinada por WAGNER, deduziu
a expressdo para cdlculo do momento critico de vigas com secdo
gualgquer, porém submetidas & momento constante. WINTER em 1943
analisou o caso de vigas com segdo monossimétrica submetidas a
carregamento transversal (carga concentrada no meio do vio).
BLEICH em 1952 apresentou um funcional da energia potencial
adicional correspondente a vigas com secdo monossimétrica
submetida a carregamento gualquer.

Outros importantes trabalhos, baseados em diversos métodos
numéricos, foram publicados nas décadas de 40 e 50, resolvendo
casos particulares para vigas com segfo duplamente simétrica
ou monossimétrica, diversos tipos de carregamentos, comn
diferentes pontos de aplicagdo e varios tipos de apoio.
Destacam~se: SCHRADER, 1943, DE VRIES, 1947, SALVADORI, 1955,
que utilizaram métodos energéticos, POLEY, 1954, método das
diferengas finitas e AUSTIN et al., 1955, solugdo das equacdes
diferenciais.

MASUR e MILBRADT, em 1957, publicaram trabalho apresentando
uma equagdo diferencial, para uma viga com se¢3c monossimé-
.trica, que correlaciona os deslocamentos adicionais associados
a configuragdo de equilibrio pés-critico, isto &, os

deslocamentos totais pés-flambagem menos os deslocamentos
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calculados pela teoria linear. Baseando-se nesta correlacgédo,
indicaram o funcional da energia potencial adicional mnais
completo, entre os encontrados nas bibliografias pesquisadas.

A partir desse funcional, CLARK e HILL, em 1962, deduziram a

equacgdo geral para cédlculo do momento critico de uma viga com

secdo monossimétrica, submetida a qualquer carregamento,
aplicado em gualgquer ponto e para qualquer tipo de vinculo. A
generalizagio desta expressdo, leva & necessidade da determi-
nacio de quatro coeficientes dependentes t&o somente do tipo
de carregamentoe e vinculagdo. CLARK e HILL, baseando-se em
alguns dos trabalhos citados anteriormente, indicaram tais
coeficientes para diversas situagdes estruturais.

A norma americana mais recente, que trata do assunto, foi
publicada em 1986, e a dltima edig&o do "Guide to Stability

Design Criteria for Metal Structures”, patrocinada pelo

"Stability Research Council" foi editada por GALAMBOS em 1988,

onde sio referenciados os trabalhos mais recentes sobre o
assunto, destacando-se vérias publicagdes de NETHERCOT e
TRAHAIR, entre 1969 e 1984, Tais trabalhos tém apresentado
apenas algumas modificagdes na forma de calcular o momento
critico, por exemplo, propdem uma fdrmula geral mais simples
do que- a deduzida por CLARK, com apenas um coeficiente a
determinar, porém tal determinagfo tornou-se mais trabalhosa.
NZo houve gqualquer outro trabalho que tenha alterado ou
ampliado substancialmente os resultados conhecidos a partir
dos trabalhos citados anteriormente.

Nesta Dissertacdo, baseando-se nos trabalhos Jj& citados, e

outros publicados posteriormente ao de CLARK (BARSOUM e
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GALLAGHER, 1970, precursores no uso do método dos elementos
finitos, neste campo (neste mesmo ano POWELL e KLINGNER,
apresentaram outro trabalho baseado no método dos elementos
finitos, porém com menor abrangéncia), ANDERSON e TRAHAIR,
1972, método das integrais finitas e NETHERCOT, 1973,
aplicagdo do trabalho de BARSOUM), sé&o desenvolvidos os

cadlculos dos coeficientes 1dealizados por CLARK, para oS

mesmos esquemas estruturais apresentados em seu trabalho, e

alguns outros ndo constantes das biblicgrafias consultadas.
Na folha seguinte serd apresentada de forma esquemdtica esta

evolugdo histdrica.



*FLAMBAGEM LATERAL DE VIGAS-EVOLUCKO HISTORICA({1854-1988)%*

FAIRBAIRN (1854)
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3 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Esta Dissertacio trata da flambagem lateral de vigas em regime
eldstico, caso tipico de instabilidade estatica elastica asso-
ciada & existéncia de bifurcag¢do na trajetdria de equilibrio.
Julgou-se necessério, porém, incluir conceitos e informagdes
gque tornem mais claro este caso particular de instabilidade,
inserindo-o em um contexto mais amplo, gque envolve também

outro caso importante de instabilidade estatica elastica, ou

'seja, o ponto limite, bem como casos ligados & instabilidade

din&mica.
Este capitulo & baseado em BOTELHO (1978), MAZZILLI (1979) e

(1991) e BRASIL (1991)

3.1 CONCEITO DE ESTABILIDADE

A conceituacdo de estabilidade, para que seja suficientemente
abrangente, deve levar em consideragdo que todo processo de
desestabilizacio & tipicamente um fendmeno dinamico. A estabi-

lidade do equilibrio deve ser considerada como um caso par-

‘+icular da estabilidade do movimento.

Ha vAarias definicBes de estabilidade dependendo da inter-
pretacio das varidvels intervenientes no fendmeno, ou seja:
estado basico (estado fundamental ou estado ndo perturbado) de

equilibrio ou de movimento; tipo de perturbagdo introduzida ao
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sistema: nas condig¢gdes iniciais ou na estrutura das egquagdes
(alteragdo no modelo matemdtico); prescricdes dos 1limites
admissiveis: estabilidade geométrica ou cinética, etc.
‘Leipholz propds um conceito suficientemente geral que envolve
as defini¢des mais comuns de estabilidade: "Se a disténcia
entre o estado perturbado e o estado basico permanecer dentro
de limites prescritos para todo o tempo e para perturbag¢des
arbitrariamente definidas, entd3o o estado basico seri dito
estivel™,

No caso da Engenharia Estrutural, tratando-se de perturbacgdes
pequenas e disténcias pequenas, pode-se adotar uma definicdo
menos rigida de estabilidade: "Estabilidade & a tendéncia de
um sistema permanecer prdximo & sua configuragdo basica,
guando pequenas perturbacdes encorajam o sistema a

-abandon&a-la" (Brivtec).

3.2 TIPOS DE INSTABILIDADE

Na Engenharia de Estruturas ocorrem com grande frequéncia
problemas que requerem a andlise de sua estabilidade tanto na

Estatica como na Dindmica das Estruturas.

3.2.1 Instabilidade estitica

A instabilidade estdtica & caracterizada pela = reducdo
progressiva da rigidez do sistema, com o aumento do parametro
de carregamento, até a sua anulaglo. Pode ser estudada por

processos estéticos e & tipica de sistemas conservativos. Unm
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sistema & dito conservativo guando todos os esforgos nele
atuantes, internos ou externos sé&o conservativos e um esforgo
& considerado conservativo quande seu trabalho, em dualquer
deslocamento cinemdticamente admissivel (deslocamento virtual)

do sistema sobre o qual ele age, depende exclusivamente da

configuracdo inicial e configuragdoc final do sistema.

Na Estatica, dois sdo os tipos béasicos de instabilidade do
equilibrio: ponto limite e bifurcagéo de equilibrio.

A instabilidade eldstica & o caso particular da instabilidade
estatica onde sistemas elasticos sdo modelados sem

amortecimento.

3.2.1.1 Ponto limite

Considere-se a estrutura, de comportamento ndo-linear, cuja

resposta esteja representada na fig. 3.1. Observa-se a perda

de rigidez (dP/dg) com o aumento do pardmetro de carregamento,

até que, ao atingir o ponto A, essa rigidez se anula. Na
impossibilidade de existir uma configuragdo de egquilibrio para
um incremento de carga, a estrutura procura outras posigdes
de equilibrioc gue podem existir ou ndo e dque se existiren,
estario muito longe da configuragdo imediatamente anterior. O
ponto A & denominado ponto limite e a carga correspondente a
ele & a carga limite.

A instabilidade por ocorréncia de ponto limite & caracteristi-

ca de arcos abatidos, cascas delgadas, etc.
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3,2,1.2 Bifurcacao de equilibrio (Flambagem)

0 modelo estrutural associado & fig. 3.1 tem como carac-
teristica apresentar uma Gnica trajetdria de equilibrio.
Existe também a possibilidade de uma estrutura apresentar uma
resposta onde os diversos estados de equilibrio podem
pertencer a duas trajetbérias, isto &, h& uma bifurcagdo na
trajetéria de equilibrio (vide fig. 3.2). Nestes casos, a
trajetéria gque contém a origem recebe o nome de trajetdéria
primidria, gque é interceptada por outra, no ponto C, dita
trajetéria secundaria. A trajetdria primdria se torna instivel
a partir do valor do carregamento onde ela se bifurca,
denominado carregamento critico.

A trajetdria secundaria, dependendo do sistema estrutural
estudado, pode ser simétrica estdvel, simétrica instavel ou
assimétrica. Entende-se como simetria, guando as caracteristi-
cas de comportamento da estrutura, s8o independentes do
sentido que o deslocamento generalizado possa tomar.

‘A dinstabilidade por ocorréncia de bifurcagdo de equilibrio,
conhecida como flambagem, tem como exemplo os casos cléassicos
de Euler, bem como a flambagem lateral de vigas fletidas, tema

desta Dissertacgéio.

3.2.2 Instabilidade dingmica

A instabilidade diné@mica & caracterizada pela anulagdo da

capacidade de amortecimento de um sistema estrutural sob
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efeito de vibracdo e deve ser estudada pela Din&mica das

Estruturas.

Na Dinamica, trés sdo os tipos de instabilidade do movimento

destacaveis: galope, ressondncia por vortice e drapejamento.

3.2,2,1 Galope

Galope ou '"galloping” & um fendmeno normalmente associado a
sistemas com um grau de liberdade que, submetidos a esforgos

externos (geralmente fluidos ndo conservativos) e devido a

imperfeig¢des sempre existentes, comega a se movimentar na

direcdo normal & diregio predominante do fluxo do fluido.
Dependendo das condigdes iniciais, este movimento oscilatério
pode retornar ao estado de repousc ou tender a um outro estado
estivel de movimento chamado atrator periédico ou ciclo limite
estavel, podendo haver também ciclos limites instaveis.

Um exemplo clédssico da ocorréncia deste fendmeno & o de linhas
de transmisséo, submetidas & acdo do vento, em paises frios.
Apds uma nevasca, o gelo distribui-se irregularmente em torno
dos cabos qgue, perdendo sua aerodinamica, entram em vibracgdo

caracterizada por grandes amplitudes e baixa frequéncia.

A I
3.2.2.2 Ressonancia por vortice

Ressonancia por voértice & o mecanismo de instabilidade, devido
a forcas oscilatdrias provocadas pela ocorréncia de vértices.
Estes vértices podem existir, por exemplo, duando um sistema

estrutural estd imerso em um fluido em fluxo. As forgas
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oscilatérias induzidas pelos vértices sdo geralmente
perpendiculares & dire¢do predominante do fluido. Elas podem
lter uma frequéncia préxima a uma das frequéncias naturais do
sistema, levando-o assim a ressondncia. Este tipo de vibracédo
é caracterizado por pequenas amplitudes mas altas frequéncias.
Podem ser citados como exemplos de ocorréncia deste fendmeno

as chaminés altas, estacas de estruturas maritimas, etc.

3.2.2.3 Drapejamento

Drapejamento ou "flutter" & o fendmeno de instabilidade resul-
tante do acoplamento (troca de energia) de dois ou mais modos
de vibragdo, devido, por exemplo, & exposicio de um sistema a
um fluido gque lhe proporcione esforgos ndo conservativos.

Um famoso exemplo da ocorréncia deste fendmeno foi a ruina da
ponte sobre o Rio Tacoma (Estado de Washington), destruida
devido a agdo de ventos, ainda que moderados, mas que propi-
ciaram o acoplamento de modos de vibragdo consequentes da

troca de energia entre o movimento de flexdo, diretamente

provocada pela agdo dos ventos, e torgdo.
3.3 DETERMINACXO DO NIVEL DE CARREGAMENTO CRITICO

A determinacg@o do nivel de carregamento critico pode ser feita
‘a partir da montagem e solugdo, diretamente ou com o auxilio
de métodos numéricos, das equa¢des diferenciais que governam o
fendmeno.

O problema pode ser resolvido também, com o auxilio do
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denominado método energético, a partir da andlise das

variacdes do funcional da energia potencial do sistema.

3.3.,1 Metodo energetico

A determinacdo do nivel de carregamento critico e a andlise da
estabilidade da configuragdo de equilibrio, pode ser feita a
partir da andlise das variagdes do funcional da energia
potencial total do sistema estrutural com base no Teorema de
Lagrange-Dirichlet.

A energia potencial total pode ser definida como a diferenga
entre a energia potencial dos esforgos internos ou energia de
deformacdo (U) e a energia potencial dos esforgos externos
(W) :

V=U-W

No caso da estabilidade estdtica e elédstica, U depende

éxclusivamente dos deslocamentos generalizados q, enguanto W
depende destes e dos esforgos externos PJ.

As condicdes de equilibrio para o sistema podem ser obtidas em
funcdo da energia potencial total V a partir do teorema de
Lagrange-Dirichlet:

"E condicdo suficiente para a estébilidade de equilibrio de
uma configuragdo de um sistema gue a energia potencial total
seja minima".

Este teorema proposto por Lagrange e demonstrado por Dirichlet

é valido para sistemas conservativos e discretos.

Apesar de ndo se conhecer demonstragdo geral para o teorema

reciproco, a auséncia de contra-exemplos, apds extensivo uso
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do teorema, did-lhe suficiente credibilidade.

Pode~se, portanto, adotar como vdlido gue, a energia potencial
total ser minima & condi¢do necessdria e suficiente para a
estabilidade do equilibrio.

Assim sendo, entende-se gue de todocs os campos de
deslocamentos cinemdticamente admissiveis para o sistema
estrutural (deslocamentos virtuais), aqueles gue corresponden
a configuragdes de equilibrio, tornam a energia potencial
total estacionéria, isto &, 8V = 0.

Adotando-se:

vV = V(q;,P)
entao:

B av

(SV—E ﬁ Sqi 0
1 1

ou seja:

av _

(S -1}

cujas solugdes P = P(q,) fornecem o conjunto de possiveils

estados de equilibrio ou seja as trajetdrias de equilibrio,

E interessante observar, ainda, que a variacdo da energia po-
tencial total AV & um pardmetro adequado para a andlise da
estabilidade do equilibrio, onde AV = V(P,qi+ Aqi) - V(P,ql)e
Se para um pequeno deslocamento virtual (Aqi), AV > 0, isto &,
a energia potencial das forgas externas ndo excede o aumento
da energia de deformag@o, gqualguer gque seja o deslocamento
virtual, entdo a configuragio béasica serd estdvel. Se por

outro lado AV < 0 para algum deslocamento virtual entdo a
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configura¢doc bésica sera instavel.

Intuitivamente percebe-se que & possivel determinar-se o nivel
de carregamento critico a partir de AV = 0 e conm posterior
minimizag&o da solugdo.

Mas, pode-se escrever due:
AV = 8V + 8V + §°V +
Na configurag¢do basica 8V = 0, portanto:
AV = 8%V + 8V o+ ...
e para pequenos deslocamentos tem-se:

AV = &V = % Yy L 8q
S

ou seja :

AV = {3q,} [V 1 {84}

ri]
onde:

v =0V
P 9q qu

Assim, de um modo pouco formal pode-se dizer que como, para a
estabilidade da configuragdo de equilibrio §°V = AV > 0, entédo

(v 1J] deve ser positiva definida, e no caso da determinagédo

do nivel de carregamento critico deve-se ter 8%V = AV = 0 ; ©

que implica em det [V ] = 0.

s L



3.3.1.1 Exemplo de aplicaggo

A partir da fig.

generalizado, pode-se escrever gue:

=1 L
U = 5 K o + 5 K. q

3.3 e adotando-se d,

18

como deslocamento

We=2"Pr2:E [2 — cos g, - cos (q1 + qz)]

Expandindo-se cos ¢ em série de Taylor e truncando-a nos

termos de segunda ordem tem-se:

cos g =1 — —%—
Sendo V = U — W , tem-se:

=1 1 2 _ 1
V=3K o +3K P£[

(q, + qa)z]

Baseando-se no "método energético" deve-se ter :

_ v _
8V = 5oy = O Vaq

ou seja:
av
ﬁl-K1 g -~ P2 (2q, +4q,)
av =
oq, K, 9, - P L (g *+q)=

Rearranjando-se resulta:



Para haver solugdo diferente da trivial deve-se

e [[52] 2]

Resolvendo-se obtém-se:

impor que:

1t

K + 2K = V/K2 + 4 K°
P = 1 2 i 2

2 ¢

19

0 primeiro modo de flambagem se dard com o menor entre os dois

valores encontrados para P, denominado Pcr’

Pode-se determinar o valor de P também a partir de AV

ou, no caso deste exemplo, V = 0, com posterior minimizacéo.

Assim tem-se:

2 2
ki ql * k2 qz

_ 1
P=7 3

2 qf + 2 q1 q2 + q2

Minimizando-se obtém-se:

0,



2 2 2 2
op_ (24 * 29,q, + q)) (2ka,) — (k,a) + Ka) (4, + 2q)) .
Bq‘— 2 217 B
1 4 [ 2 q +2q g+ qz]
2 2 2 2 2
P _ (2a, + 29,9, + q,) (2kq,) — (k,q + kd)(2q, + 29)) - o

2
94, ¢ [ 2 q? t+249, 49, + qz ]

08 numeradores, portanto, devem ser nulos:?
2 2 2 2 2 _
(2q] + 299, + g ) (2kq) — (ka + Kk, q)(4q + 2qg)) =0

2 2 2 2 2 _
(2q, + 2q,9, + q,) (2k,q,) — (kg + k o) (2q, + 2q) =0

Rearranjando as expressdes obtém-se:

=
Le:
]

P ¢t (2q +dq, )

2

-
W
12
)
]

P ¢ (4q,+q )

Mesmo sistema de equagdes 3Jja& resolvido anteriormente

portanto resultando o mesmo valor para Pmc
Pode-se determinar Pm‘também a partir de s%v = o.

Sendo:

20

e
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=K —2P¢
6q16q1 1
2
SV _ - _ps
6q16q2
2
8V _ -k -P ¢
8q28q2 2
entéoc:
K 0 2 1 8q
8%V = % [esq1 qu] ! —- P ¢ !
0 K 11 5q
2 2
Impondo-se due 5%V = 0, ou seja, det [Vlj ] = 0, obtém-se o

mesmo valor de Pcr encontrado anteriormente.

Note-se que denominando:

com:

Pode-se calcular o valor de Pcr impondo-se due det [it] =0

7 F I
3.3.2 Analise numerica via Metodo dos Elementos Finitos

A formulacdo matricial apresentada no caso parﬁicular estudado
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no item 3.3.1.1 pode ser generalizada da seguinte maneira:
Adotando-se {P} e {¢g} conjugados energéticos, tem-se que, na
configuragdo de equilibrio, a partir de 8V/3q;= 0, encontra-

-se:
(K] {4q} = {P}

Esta expressio, base para o Método dos Elementos Finitos, &
Gtil para a teoria linear. Quando & necesséaria a utilizacfio de
teoria ndo-linear, em geral, & feita uma andlise incremental,

a partir da seguinte expressio:
{ap} = [K] {da} { 3.3.2.1 )

onde:

{P} & o vetor dos esforgos nodais na estrutura.

{g} & o vetor dos deslocamentos nodais dgeneralizados da

estrutura, conjugados energéticos de {P}.

(X,] é a matriz de rigidez tangente que pode ser desmembrada
en:

[K 1 = [K] + [K] + [K]

onde:

(K] & a matriz de rigidez constitutiva que no caso geral
depende das caracteristicas do material, da gecmetria dos
elementos e das coordenadas nodais apés a deformacgéo
(PIMENTA (1991)).

[Kg} € a matriz de rigidez geométrica que no caso geral

depende dos esforgos solicitantes no elemento, da
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geometria e das coordenadas nodais apds a deformagao
(PIMENTA (1991)).

(X ] & a matriz de rigidez geométrica adicional ou matriz de
rigidez para corregdo de momentos (SALEEB (1992)) dque,

dentro das hipéteses adotadas nesta Dissertagdo, & nula.

Se respeitadas as hipéteses da teoria simplificada de segunda

ordem conforme SOUZA LIMA (1982) e (1984), [Kt] pode ser

escrita da seguinte forma:

(K] = [K,] + [8K] + [K]

sendo:

(K] & a matriz de rigidez da teoria linear, dependente das
caracteristicas do material e da geometria dos
elementos.

[AK)] & a matriz de corregdo de ([K|] devido a mudang¢a das
coordenadas nodais.

[Kg] & a matriz de rigidez geométrica, dependente dos esforgos

solicitantes e da geometria dos elementos.

para a determinacio do nivel de carregamento critico,
baseando-se na edq. 3.3.2.1, deve-se impor a singularidade de

(K, 1, isto & det [K.]1 =0

Admitindo-se que os deslocamentos sub-criticos sejam de

pequena maghitude, pode-se assumir que [AKo] = [0] e assim:
[K,] = [K)] + [K]

Admitindo-se ainda que todos os carregamentos cregam
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monotonicamente associados a um pardmetro A, pode-se escrever:
= + A [K
[X,] = [K] [K_]

Assim para a determina¢do do nivel de carregamento deve se

impor que:
*
det [ [K,] + A [Kg}] = 0

tratando-se portanto de um problema de valores préprios onde o
menor autovalor é o Am‘e {P}cr= Aﬂ'{P}

Em algumas situag¢des estruturais com poucos graus de
liberdade, a determinag¢io do nivel de carregamento critico se
.simplifica guando se adota {P} e {g} associados, porém, ndo
conjugados energeticamente, como & o caso do exemplo Ade
aplicacdo apresentado, no item 3.3.1.1.

Nesses casos pode-se, por simplicidade, adotar uma matriz
tangente [ﬁt] igual a v .l diferente da [K ] citada neste
item, e impor-se:

det [Rt] =0
4 Lo d
3.3.3 Criterios adotados nesta Dissertacao
Neste trabalho adotar-se-a que V = V0 + AV, onde:
V & a energia potencial total.

V & a energia potencial inicial e gue se manterd constante

(SVB = 0) apés a ocorréncia da flambagem

AV & a energia potencial adicional.



25

‘A equacdo geral para cdlculo do momento critico (item 4.,3)
sera determinada a partir de AV = 0, seguida de minimizag&o da
solugdo, e a dedugdo das equagdes diferenciais que governam O
fenémeno da flambagem lateral sera feita (item 5.1.2) a partir

de 8V = 8Vo + S8(AV) = = §(AV) = 0,



ESFORCO
GENERALIZADO (P) 4

g

— i m—"

—
4

COORDENADA ( )
FIG. 3.1 GENERALIZADA 9

ESFORCO 'S
GENERALIZADO

LY
I'd

COORDENADA
GENERALIZADA

FiG. 3.2




v e e e

e e e et e et mar

26

+ DETERMINACEO DO MOMENTG CRITICO DE  VIGAS ~ COM
SECAO MONOSSIMETR | CA

4.1 DETERMINACAO DA RELACAO ENTRE O0S DESLOCAMENTOS

[ 1 ~ ’
ADICIONAIS ASSOCIADCS A CONFIGURACAO DE EQUILIBRIC

¥ 7
POS-CRITICO

Uma viga submetida a carregamentos superiores aquele
denominado critico possui duas posigdes de equilibrio: uma,
baseada na teoria lineér, instavel, simplesmente caracterizada
pelo aumento dos deslocamentos sub-criticos, mantendo diregéo
e sentido; outra, baseada na teoria ndo-linear, estavel, con
deslocamentos adicionais associados a configuragdo de equili-
brio pés-critico provenientes de flexdo adicional no mesmo
plano da flexao sub-critica, flexdo no plano perpendicular ao
anterior, torgdo e empenamento (ver fig. 4.1).

.0s deslocamentos determinados a partir da teoria linear seréao
denominados deslocamentos iniciais e a diferenga entre os des-
locamentos determinados pela teoria néo linear e os iniciais
serio denominados deslocamentos adicionais (ver fig. 4.2).
MASUR; MILBRADT (1957), determinaram a equagdo diferencial que
correlaciona os deslocamentos adicionais .

Serad apresentada a seguir a deducdo desta equagao, porém de

forma mais completa e partindo de hipdteses mais claras do due

as empregadas em MASUR (1957) .



27

Hipdteses adotadas:

-Secdo monossimétrica, formada de paredes delgadas, e con
momento de inércia em relagéo.ao eixo de simetria, sufi-
cientemente pequeno, se comparado com o momento de inércia
em relagdo ao eixo perpendicular ao eixo de simetria, de
tal forma que se possa considerar&kIy/ Ix) desprezivel em
relagdo & unidade,

-Material eléstico-linear no diagrama tensdoc nominal (de
Biot) e alongamento linear.

-Deslocamentos suficientemente pequenos para permitir a
decomposigdo do deslocamento total em deslocamentos
parciais de translacdo e rotacio.

-Hipétese de Navier, isto &, as seg¢des planas permanecen
planas por efeito da deformagio por flexdo (desconsidera-se
o efeito do ¢isalhamento).

-0s esforgos solicitantes anteriores & ocorréncia da
flambagem sdo determinados desconsiderando-se os efeitos
dos deslocamentos da viga.

-Todas as se¢bes empenam da mesma forma, caracterizada pela
fungdo empenamento (¥Y) da torcdo uniforme. O valor do
deslocamento devido ao empenamento & proporcional & rotagdo
especifica (6’). Este deslocamento seri levado em conta na
determinagd&o da deformacdo, porém serd considerado despre-~
zivel para o céalculo dos esforcos, aplicados & seg¢do, na
configuragdo pdés-flambagem.

~-Teoria de segunda ordem, aplicada aos deslocamentos e suas
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derivadas, preliminarmente considerando peguenas e de ordem

T S S S R 2
§ as rotagdes 1nhiclals € adicionais e de ordem 8° as res-

pectivas deformacdes, sendo desprezados 0S termos de ordem

5° (ou os termos de ordem §° guando multiplicados por des~

locamentos), em relagdo aos de menor ordem. AS fungdes

trigonométricas referentes as rotagdes serdo expandidas em

série de Taylor e truncadas nos termos de segunda ordem.

-Esta Dissertag¢do ndo abrangera o caso de momentos externos

aplicados a pontos isentos de travamentos due impegam a

rotacdo por torgdo e O deslocamento lateral.

Baseando-se nestas hipdteses serdo previamente determinados oS

nérico em relagdo ao

deslocamento do centro de torgao e, posteriormente, conside-

rando-se a compatibilidade entre deformagdo e deslocamentos e

o equilibrio dos esforgos, serdo deduzidas as egquagdes dife-

renciais gque correlacionam oS deslocamentos adicionais.



29

4.1.1 Deslocamentos devidos a tor¢50 com empenamento

Da fig. 4.3 tem-se:

‘—-pDeslocamentos na diregdo x:
_Gpe (CP) cosa - (CP’) cos (8+u)
(CP) cos oo - (CP’) (cos 6 cos a - sen 6 sen )

Considerando-se que:
(CP’) cos o = (CP) cos o = X

(CP’) sen a = (CP) sen « =Y ~ Y_

tem-se:
u x - xcos @ + (y -y) sen 8

_upe =

Rearranjando-se:

up6 = X (cos 8 - 1) - (y - yc) sen @

Expandindo-se as fungdes trigonométricas em série de Taylor e

truncando-as nos termos de segunda ordem, isto é:
2

sen 8 = 8 e cos 6 = 1 — —g—
vem
A w8
u = ——2—' - (Y - y ) e ( 40101.1 )

PN pp———— SR kb
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-Deslocamento na diregéo y:

Gpe = (CP') sen (8+a) - (CP) sen « =
= (CP’) (sen 6 cos & *+ cos @ sen a) - (CP) sen «
com as mesmas conslderagdes anteriores tem-se:
7. =xsen &+ (y-y) cos 8- (y - v)

p0

Expandindo-se as funcgdes trigonométricas e rearranjando

resulta:

——_.——-—.-——_.———-———-——.———.-—

—Deslocamento na diregao z:

De TIMOSHENKO; GERE(1961) tem-se:
W, =y e ( 4.1.1.3 )

—— e ——— i —

4.1.2 Deslocamentos devidos 2+ flexao no plano perpendicular

ao eixo =X

A fiq. 4.4 representa o movimento da segéo desde a situagdo

inicial (acrescentando-se, por simplicidade, os deslocamentos

devidos a torgdo com empenamento) até a situacdo final.
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Da fig 4.4 tem-se:

-Deslocamento na diregdo y:

v
pX

= Yy - ry 4 ! g - (P’ pv
v, (CPy) (CPy) cos f3 ( ; P") sen @8
Da fig. 4.3 tem-se:

(CP;) = (CP’) sen (6+a) = x sen & + (y - yc) cos 6

(P! P") = -y o’

Da fig. 4.5 tem-se:

= dv VAl
tg = ——m8m8— = ———
dz + aw 1 + w’
portanto:
1 -, 2
- = _ V’
cos R = 1 >
J 1+tg2 E
e
- tg B - v -
sen B = = v/ (1 -w + 5 y = v/
J 1+tg2 E
Na aproximagdo anterior foi admitido que w’/ = w!o+ w/ & de

ordem &°. Esta hipétese pode ser confirmada ao analisar-se as
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(egs. 4.1.6.1.1 e 4,1.6.,1.2 respec—

nte) cujas parcelas representam rotagdes ao guadrado e

Geformagdes que por hipdtese sdo de ordem &°.

Efetuando-se as substituigdes, obtém-se @

2 2

- - _9 _{}I Y
vpx—vx+[x8+(y-yc)(l 2)]( 2_)+1,Uev
Eliminando-se os termos de ordemn 5% e também o termo X 8 3’2,
considerados despreziveis, por hipétese, em relagdo aos de

menor ordem, resulta:

_.__...__._.....____._._.__....__._....__..__..._.._..._.__...

-—....——.—_-.-—._..—-—_...——.—--—-———.—-———.————_.-—

NOTA: Na sequéncia deste trabalho os termos de ordem 52 que

aparecerem multiplicados por delocamentos serdo, por

simplicidade, identificados como de ordem 3°.

-Deslocamento na diregdo z:

W o=w + (P/P") - (CP!) sen B - (P/P") cos B

px X

Fazendo-se substituicgdes andlogas &s anteriores vem:

2 -2

. = ~ "—9—— —_ _ vf
w'px—wx [x8+(y—yc)(1 2)] v! Yy e’ (

)
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' . 3 .
Eliminando-se os termos de ordenm & e rearranjando a

expressdo, tem-se:

—— ——— — T T i T 4} [ b . S

—— et T —— T — e —— O Y S g =t

4,1.3 Deslocamentos devidos 'a flexao no plano perpendicular

ao eixo y

Analogamente ao item 4.1.2 tem-se:

-Deslocamento na diregdo x:

4 =1 - (CP’) + (CP’) cos ¥ - (P/P") sen 7
Py y X X X

Considerando-se na expressdo anterior:

(CP;) = (CP’) cos (6+a) = x cos 8 - (y - yc) sen 6
(P;P") = =y 6
- a’
tgy = ——
1+ w
- a2
cos ¥ = 1 - ——
sen ¥y = u’

resulta:
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2 ﬁ,z

u =1u +[x (1-——2—)-(y—yc) 8] -——2—)+WG’G'

‘s 3
Fliminando-se os termos de ordem &, Yresulta:

o e i s T T o AL S o S e S5 S S

PR e————— Y bR bk

-Deslocamento na diregdo z:'

w_ =14 + (P/P") - (CP/) sen ¥ - (P!P") cos ¥

Py ¥
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Efetuando-se substitui¢des analogas is anteriores, tem-se:
2 -,2
- - B - u’
W = - 1‘-'-—- -_— - 6 u’__ 8’
L= s g - | a-v
Eliminando-se os termos de ordem 63, resulta:
w . o=w =-ulx- - e 4.1.3.
L RS IRt R 2 )

— . A —— ——— it Tt S o =S

4,1.4 Deslocamentos totais

~-Deslocamento na diregdo x:
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Das egs. 4.1.1.1 e 4.1.3.1, tem—se:

= - X 8° x '’
= - - - - I !
up u 5 (y yc) & 5 + @ 67 u
ou
S T~
- =__ 9 u’ - - ’ r
up u ¥ 5 + = ) {y yc) g + ¥ e’ u
{ 4.1.4.1. )
-Deslocamento na diregdo y:
VvV =V, +vV
P pE pX
Das egs. 4.1.,1.2 e 4.1.2.1, tem-se:
- = 6° v'? -
= — bl — — — —— 7 !
Vo=V +Hx8 - (Y -Y)3 (y ~y) 5 +tye'v
ou
2 —
V =V+xX6-(y-Y) (2 + — ) + ¢ 87 v’
p c 2 2

" b O —— ——— 7 e T o ot Ty Y Aot - S T e S S f ——

-Deslocamentoc na direcédo z:
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Das egs. 4.1.1.3, 4.1.2.2 e 4.,1.3.2, tem-se:

_—..-———_...———-——_...-———..—-——-_-———_..-————.—-————m———...————.—-————.—-

_—.-————....———-—_.-.-———_.-——_-n-—._—.-————-.-———_....———...—-———.——
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—— it —

——— s —— s ——

4.1.5 Compatibilidade entre deformacao e deslocamentos

Da fig. 4.6 tem-se:!

- .2 _ - 2 -
[(dz (1 + ep)] = (dz + dwp) + (dvp

2

)

Dividindo-se todos os termos por dz resulta:

- .2
+ (dup)

- .2 _ =, 2 —-, .2 -, 2
(1 + ep) = (1 + Wp) + (Vp) + (up)

= = - -,2 | =,2
1+¢ = V/r1+ ow! + w2+ v+ u
P P P P P

lLembrando-se a expansdo em série de Taylor

e fazendo-se

resulta:



. 3
Eliminando-se os termos de ordem &, tem-se:

1+6 =1+w += (@*+37
p p 2 p p
ou seja:
- - 1 2 =2
e =w + 5 (" + v/ 4,1.5.1
P p 5 p P ) ( )
Da eq. 4.1.4.1 tem-se:
ﬁ; =0’ -x66’-x U U - (y-y) e +y (8’ u" + o u)

= WP+ (y-y)iert

-2 (y-y)u o+
+ 2% (y~-y)e (oe'+ u’ u") -

-2 ¥ (y - Yc) 6’ (of u" + en ﬁ:)

37

( 4.1.5.2 )"

Da eq. 4.1.4.2 tem-se:

VI = V/ +x6 - (y-y) V V'—-(y-y) 66+

+ Y (8 V" + 8" V')

;;3 =¥ %+ x® e+ 2 xV 8/ -2x (y-y) 8’ (68 + VIV +

+ 2 x ¥ 8’ (87 v' + 6" v')

( 4.1.5.3 )"

* J& estdo excluidos os termos onde X, (y = yc) e

Y
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apareceriam multiplicados por termos de ordem igual ou
. 3 .

superior a &, due serlam desprezados duando comparados aos

termos de ordem inferior constantes da eq. 4.1.5.5.

%* As duas Gltimas parcelas destas expressdes também podem ser
desprezadas, por serem de ordem %, pois como por hipétese
todas as rotacdes e deformagbes s8o de ordem igual ou superior
a & e §° respectivamente, tem-se:
(y -y, ) e e X 87 = 0(38)
x (867 +ur ") e g o(©r am + 6" a’ ) = 0(8°)

(y-y, ) (88 +V V") e y (8 I+ e" v/ ) = 0(8)

Da egq. 4.1.4.3 tem-se:
w o= @~ x (6 V" 4+ eV +uM +

+ (Y -y) (gu"+ gru’ — V") + y e

( 4.1.5.4 )

‘Substituindo-se as egs. 4.1.5.2, 4.1.5.3 e 4.1.5.4 na eq.

4.1.5.1, obtém-se:

Eo= w4 E@EFeVH o+ %[(y—yc)z-{-x?‘] 0% -

- x [e v o+ G"] + (Y - Y) [e " - G"] + y o

( 4.1.5.5 )
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Lembrando-se due

(Ll
1
v}
+
]

p po P
w o= w_ +w
v = V. + Vv
u = u

Pode-se determinar epo, anulando-se na eq. 4.1.5.5 as parcelas

u, v, wde ﬁ, v, w bem como a rotagdo &, de modo gue:

1 2
- 7 -~ H - — 11
€0 = Yo + 5 vt (Y y.) (=v,")

( 4.1.5.6 )

A deformacdo adicional em um ponto genérico pode ser calculada
a a partir dos valores de Ep e epo dados pelas egs. 4.1.5.5 e

4.1.5.6 ou seja:

——_.-.-————.___...--——_.——...---——.——-—--—.——_.—-—————._.-—————-—o--———_—_..-_——

————__.....-._.——_.___._....—___.._...——_——---—...—-.-—————.——————-—-——-——_——_.—-

4,1.6 Equilibrio dos esforgos

4,1.6,1 For¢a normal

Como ndoc h&a forca normal agindo na segdo considerada :
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Portanto:

Considerando-se as egs. 4.1.5.6 e 4

e lembrando gque:

j ¥ dA = f y dA = 0
A A
e conforme TIMOSHENKO (1961):

IAwdA=o

e i ———— — = S W W S i

i i — S — . —— e AU S S e S —

40

.1.5.7 nas expressdes acima

( 4.1.6.1.1 )
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Sabendo—-se due:
J [x2+(y—yc)2]dA=I =r A
A
sendo Icp o momento polar de inércla e r., ©° respectivo raio
de giragdo, com polo localizado no centro de torgdo, e due os

outros termos do argumento da integral néo dependem de xXx e Y,

resulta:
1 2 2 ri o’
wo o+ Lt v?y) kv v, -y (8u" - V)| A=0
2 2 o ¢
\ ou seja:
R it
1 2 2 r 9’2
wi= -z w4+ V) = =P - v/ vl o+ y (8 u' — v

—.....——-—_—.-.-u—————_-.—————.—.—————...————...-—————.-.————-—c—————....-——.——_.-———_—

( 4‘156!102 )

Pode-se notar gque a partir da ed. 4,1.6.1.1 obtém-se a

conhecida expressdo da resisténcia dos materiais (SOUZA LIMA

(1959)) :
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considerando-se os valores de wg e w’/, dados pelas e(ds.

4,1.6.1.1 e 4.1.6,1.2, nas eds. 4.1.5.6 e 4.1,5.7, obtém-se:

- "
€0 A ( 4.1.6.1.3 )
et
r e’
- _ cp }_ 2 - 2 ,2 _
ep 5 + 5 [ X +  (y yc) ] o
_ x (@Y 4wy + y (gur-v") + Yo

_-———..._-——.——_a——-—_......—.——.—-———--—_—.———_—.—————.—-————.—..——_—.—-—

( 4.1.6.1.4 )

4,1.6.2 Momentos fletores
4.1.6.2.1 Direcao X

Da fig. 4.7 tem-se:

M =Mcos ¥ cos 6 + Msen ¥ sen B sen O

X

‘Expandindo-se as fungOes trigonométricas em série de Taylor e

truncando-as nos termos de segunda ordem vem:

2 2 2 2
u’ 8y = w8
2 ) (1 - ) = M (1 2 P )

M- M (1 -

Mas como M Jja estava aplicado 4 segdo antes de 08
deslocamentos adicionais surgirem, conclui-se que a variagdo

do momento sobre o eixo X apds a flambagem vale:

Portanto:
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2 2

u’ 2]
= = — — o+ =
JA dp y dA E IA ep y dA M ( > 2)

Considerando na expressdo anterior o valor de & dado pela
P

eq. 4.1.6.1.4 e lembrando que:

il
©

J vy dA = J y3 dA = j X y dA
A A .

2 —
IA y dA = IX
e conforme TIMOSHENKO (1961):
J!pydA=O
A

obtém-se:

J sp y dA =

A

= J {%[yx2+y(y2-2yyc):| 6" +y° (eu"-v“)}dA=
A

2 2

)

|

|
==
[\&]

+
Je

Considerando-se na expressio anterior o valor de M conforme

PIMENTA; MAZZILLI (1986), ou seja: M = — EI_ BY dividindo-se
ambos oS termos por Ix, e efetuando-se a seguinte
substituicédo:
k=y -—— [ (+y") yan
> 2IxA

resulta:
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W= u" 8 - k 672 + 0(8)

13 L) i 3 -
Finalmente, eliminando-se 0S termos de ordem &8, obtém-se:

vt =u" 8 - k 872 (4.1.6.2.1)
4.1.6.2.2 Diregao y
pa fig. 4.7 tem-se:
M =M cos ¥ sen 8§ - M sen ¥ Sen 8 cos 8

¥

‘Expandindo-se as fungdes trigonométricas em série de Taylor e

admitindo-se que sen B = v/ =0 (u’9), resulta:

- —— ————

M =M6 ( 4.1.6.2.2.1)

- . o

Considerando o valor de ep dado pela eq. 4.1.6.1.4 € lembrando

que:

I x dA = j x> da = I Xy dA = I xy2 da = ©
A A A A

I %> dA =T
A ¥

e conforme TIMOSHENKC (1961):

j Y x dA = O
A

obtém-se:

M_= I ¢ x dA = E I e xdA = -EI (e vl + € vH 4 u'l)
s P s P ¥ 0
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Mas conforme a eg. 4.1.6.2.2.,1 :

Portanto:

Me =-EI g/ 86 =~ EIu" — EI & (v + v")
x 0 y ¥ 0

Considerando-se (Iy/Ix) como sendo de ordem &, pois por
hipétese & desprezivel em relacgéo & unidade, pode-se eliminar

a Gltima parcela da expressio acima resultando:

Me=-EI u ( 4.1.6.2.2.2 )

4,2 FUNCIONAL DA ENERGIA POTENCIAL ADICIONAL

-

A energia potencial adicional (AV), & determinada a partir da
energia de deformagdo adicional (AU) menos a variacdo de
energia potencial das forgas externas (AW), durante o processo

de flambagem.

AV = AU - AW

4.2.1 Energia de deformagac adicional

A energia de deformagdo adicional ou energia potencial adicio-
nal dos esforgos internos, desconsiderando-se quaisquer efei~
tos provenientes de eventuais acoplamentos entre energias de-

vidas a distorcdo por torcdo e aos alongamentos, & dada por:

AU = AU + AU
1 2
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onde:

AU, & a parcela relativa ao alongamento, due para materiais

eldstico-lineares, & dada por:

(o J >
= P P =
AU J (0‘p0 sp + 5 y av E [ (epo ep +
v v

wolo
fof
7]

AU, & a parcela relativa & distorgao devida a torcgdo, due para

materiais eldstico-lineares, & dada por:

onde:

r - tensdo de cisalhamento devido & torgao

v - distorcgdo devida & torgéo

4,2.1.1 Energia de deformacao adicional devida ao alongamento

Considerando os valores de €. © € fornecidos pelas eds.
4.1.6.1.3 e 4.1.6.1.4, para calcular a primeira parcela de

AU1' resulta:

—x(e\_r"+u")+y(6u"—v")+!/18} av
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Lenmbrando as consideracgdes feitas no item 4.1.6.2.1, tem-se:

=J(—vg){lx[-z-—lTJ'y(x2+y2)dA—yc]ef+
b4 A
+ Ix (e u" - v") } dz =

¢
= IXI (-v*) (9 uv - v" -k e'’") dz = 0
o

Assim, obtém-se:
J o € av = 0
v F°P

Considerando os valores de e e v, fornecidos pelas eds.
4.1.6.1.4 e 4.1.6.2.1.1, para calcular a segunda parcela de

AU1 e adotando-se:

2 1 2 2 2
L —E[—rcp+x +(y—yc) +2ky]

resulta:

(VB es]
sy
[y
o ¥
jo )
<
I

no

J [ ¥ un? + pf en® 4+ Lt et -

v

—2(sze"zu"+w:x:u"9"-—L21,09’26"):IdV =



VVVVVWVVV*—'\-/VV\/‘-’—/\Jh—d\/\-f\—a\/v\—/wwv‘—/vv‘-—WV\/\/VH—/W*——’\——'\—‘WJVVVVU\g
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= E [ [ Cur? oyt en® r Lt et vy (X5 + ¥ 87 et ] av

v

Desconsiderando-se as duas Gltimas parcelas em relagdo &s duas
primeiras, por serem de ordem superior a estas, o que equivale
a supor gque as derivadas dos deslocamentos devidos a torgéo

si0 da mesma ordem de grandeza e lembrando-se dJue conforme

TIMOSHENKO (1961):

tem-se:

— o —— e A .t — A . Sy - S fen

¢
= 1 ne "2
AU, = 3 IO(EIyu + EC o"%) dz ( 4.2.1.1.1)

——— o —— e A . — T i L ——w} fps S —— -

~ A} ~
4,2.1.2 Energia de deformacao adicional devida a distorcgao

por torgao

= T
AU [ 3 av
v
Sabendo-se gue T = G ¥ tem-se:
= 1 2 _ 1 2 2
AU2_ -2——G- J T dv = 3 G J‘ (‘sz + tyz) av
v v

onde: T _ e Ty, sio as componentes de T nas diregles x e y

respectivamente.
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Utilizando-se a fungdo auxiliar ¢, introduzida por Prandtl, de

tal forma que:

o4 _ _ - _
ﬁ - ryz G a’yz
8¢ = =
_3—)7 TXZ G ?XZ
resulta:
1 8¢, 2 8¢, 2
MU= 3¢ J [(ax) * GGy) ] av
v
ou
Z
1 8¢, 2 3¢, 2
o A A

( 4.2.1.2.1)

Lembrando o Teorema de Green:
8 oP
f*; [P(x,y) ax + Q(x,y) dy] = [ [ (32 - 7y) ax dy

e adotando-se:

Q(x,y) = 0

e

P(x,y) = u(x,y) v(xX,¥)

obtém-se:

~ au 8v
% uvdx = — J J [ ay v + T u ] dx dy
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Rearranjando tem-se:

Adotando~-se ainda:

u(x,y) = ¢(x,¥)

g = ou
= 3y
Sendo ¢ a fungdo de Prandtl T T By
resulta:
3¢, 2 a¢ 8%¢
[ (ay) dA - § 3y . AxX — J ;ﬂ; ¢ dA
Yy
A A
Analogamente pode-se obter:
av _ au
j u = da = % u v dy - J Vo 3% da
A A
Adotando-se:
V(XrY) - ¢(XrY)
_ 8y
U= 3%
resulta:
2
8¢y 2 - 89 — 8¢
J‘(ax) da - = i%ax(ﬁy [8}{2 ¢ da
A A

‘Assim a eq. 4.2.1.2.1 pode ser escrita da seqguinte forma:

50
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2 2

AU2=—2—1G[ [[ [z—}{%+:—}’%]¢dA—§¢g[%dy—%§-dx]]dz

Lembrando que a funcdo de Prandtl (¢) & constante no contorno
(TIMOSHENKC (1980)) e aplicando o Teorema de Green & segunda

parcela da expressdo acima tem-se:

2 2
a¢ a¢ "¢ 9 ¢
w[_dy__dx}w (2 + 29)
< dx ay [ \ ax2 6y2
Assim sendo a eq. 4.2.1.2.1 pode ser reescrita da seguinte

maneira :

2

_ 1
AUz“"f?‘T;J

G

{j ¢ (V) da —@j v cm] az
A A

onde:

2, _ 8¢ a7 ¢ _ a'a’yz a'a’xz
V¢ = —L + —L = G _T_’-BY

. 3
Sabe-se que, eliminados os termos de ordem 3§ (baseando-se

nas hipdteses deste trabalho), tem-se:

aw du

— pG p8
sz T 8x + 8z

_ 6‘.’6]]39 N 6vp6
a’yz oy Jx

Portanto:
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2 2
2 e | - ® Voo + ® %e
8% 0z ay 48z

A partir da egs. 4.1.1.1 e 4.1.1.2 tem-se:
e =—2¢G e’
Assim sendo:

[ j $ (—2 Geor) ar — ¢rj (—2 G o) daA ] az
A Y

ou

AU, = [ o’ [ IA¢ da - ¢ A } dz

Aplicando-se o Teorenma de Green & integral de ¢ da, obtém-se:

2

o]

J é aA = — % oy dx - I %% y dA
A

A

e também:

J ¢ ap = % o x dy - J 8 x an
A A

adicionando-se as duas Ultimas expressdes, resulta:

1
;e-

R = e
——
"

[oF
g
|
g
o)

"
———

1
S

J 2 ¢ dA
A
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= ¢, [ZdA - J [txzy - ryzx] dA=2¢CA+Mt
ou

[ ¢ AA = ¢ A + M /2

Finalmente tem-se:

1 b
AU = _J M e’ dz
2 2 o t

Sabendo-se que, na torgdo uniforme Mt GIt g7, resulta:

A A e — ————— ————— T — ———

AU = % f G I o' dz { 4.2.1.2.2 )

4,2,1,.3 Funcional adotado

Considerando-se dque:

AU = AU_ + AU
1 2

resulta, das egs. 4.2.1.1.1 e 4.2.1.2.2

-a

e s s Ak A A BAR M W A S R R T e e e Gt et e G S S — . ——— o ——t

=g
o]
It
N!H
oy
o o
=
=
~
£,

Ak h e i At Al RER ALA LA ALA S S N N R R TEN S MR S S et ey e Tt S S A e N e S S ——

( 4.2.1.3.1 )

Este funcional para a energia de deformagdo adicional
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& apresentado sem demonstragdo em TIMOSHENKO (1961), MASUR

(1957) e CLARK (1962).

Em BLEICH (1952) (pg. 154, eq. 285}, © mesmo funcional &

.apresentado, apesar de os eix¥os x e y sofrerem uma rotagéo de

8, em relagdo aos adotados pelos outros autores oO due nao
afeta significativamente o} resultado final, pois o
deslocamento "u", sobre o eixo x, conforme Bleich, difere do
deslocamento ™u", conforme os outros autores, apenas por
termos de ordem 5.

VLASSOV (1962) apesar de nédo se referir ao funcional AU,
apresenta as equagdes diferenciais gue governam o fendmeno
(pg. 441, egs. 3.1) e estas podem ser perfeitamentes
associadas, ao funcional apresentado pelos autores citados

anteriormente.
4,2.2 Energia potencial adicional dos esforgos externos

A energia potencial adicional das esforgcos externos (vide

fig. 4.1) & dada por:

¢ ¢ ]
AW=Ipbdz+Jpvdz+AW ( 4.2.2.1)
[s] 0

onde

AW & a energia potencial adicional dos esforgos eventualmente
existentes nas extremidades do trecho de viga considerado que,
admitindo-se impedimento ao deslocamento lateral e a rotacéo

por torgdo nestas extremidades, vale:
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AW® = M(0) B(0) - M(&) B(L) - Q(0) V(0) + Q(&) V(&) =

4]
-]
¢

A primeira parcela da eq. 4.2.2.1 pode ser escrita da seguinte
‘forma:

2 £ ¢ o2
I p bdz = f p (a - acos 8) dz = I p a5 dz
0 0 0

( 4.2.2.2)

sendo a a disténcia entre o ponto de aplicagdo do carregamento
e o centro de torgdo, admitido positive para carregamentos

aplicados acima do centro de torcgéo.

A segunda parcela da eg. 4.2.2.1 pode ser escrita da seguinte

forma:
2 L
I p vdz = - J‘M" v dz
0 o
Integrando-se por partes duas vezes obtém-se:

12 2

- J M" v dz
0

Il
]
Amm—Y
=
<
ol
Iu ]
|
| e |
<
|
=
<
L
=]
il

¢
—J M V" dz — AW

0

Considerando~se na expressdo anterior o valor de v" dado pela

eqo 411-602-101, Obtém_se:
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) )
M6 u' dz + I kK M 0% dz - AW
4]

¢
I p v dz = - I
0

0
( 4.2.2.3)

Considerando-se as egs. 4.2.2.2 e 4.2.2.3 na eq. 4.2.2.1
obtém-se:

— S —— - ——— e S _——— A e S S —— T Tt S S S —— et S e e

2

- — Ty S —r} ol T — G T T AMS S S Sy

4,2.3 Energia potencial adicional

Das egs. 4.2.1.3.1 e 4.2.2.4 resulta:

2

AV= % J (EIyu"2+ Ecwe"2+ GIt8’2+ 2 M ou"- 2 kM 67°- pa %) dz

0

( 4.2.3.1)

4,3 DETERMINACAO DA EQUACAO GERAL DO MOMENTC CRITICO

(CLARK E HILL)

A partir do funcional 4.2.3.1 poder-se-ia calcular, para o
caso geral, o momento, denominado critico, due causa a
bifurcacio na trajetdria de eguilibrio. Observa-se, porém, que
neste funcional u, 8, M e p sdo fungdes de z e CW e k séo

parametros geométricos de dificil determinagdo precisa. Assim
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.sendo somente se conhecem solugdes particulares para este
problema.

CLARK; HILL (1962) determinaram, baseando-se no mnétodo de
Rayleigh, uma eguag8o geral, iné&dita, para o cdlculo do
momento critico, que, apesar de também apresentar dificil
solugdo, tem um importante interesse didatico.

Nesta equacgdo aparecem explicitamente termos dque estéo
associados com a monossimetria (k), posigdo do carregamento
(a), condigdes de vinculo (K) e tipo de carregamento (C, Cp,
Ck), sendo estes trés Gltimos coeficientes dependentes também
do tipo de vinculagdo. Pelo interesse didatico sera
‘desenvolvida, a seguir, a dedug@o dessa equagao, porém, de

forma mais completa do gue a apresentada em CLARK (1962).

considerando no funcional dado pela eqg. 4.2.3.1 as seguintes

mudangas de varidvels:

onde M é o maximo momento fletor na viga e

Z = zft
de modo dgue:
das —
37 =g’ {
2
dae _ B"Ez
az?
2
d'm _ a2
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lembrando gque

p=_M|T

e gque, de acordo com a eq. 4.1.6.2.2.23

I -
ET
¥
obtém-se:
1
! nfiey? . BC (a2, %% (a8 )?
av. o= 7 Bl || * 2|2 VT zla )
2 ), y y ¢ daz ¢
= mMe km M (4@ )° M a’m 2
v ¢ L az :
Para se determinar M = M pelo método de Rayleigh, deve-se

fazer AV = 0, de nmodo gue:

_ i i
! 2 2
Bk n (%) r3| o ezdzyr
az
L. 0 0
r 1 1
EC 2, \2 eI 2
+ il [Qﬂgldz r—= (%%]dz = 0
2 & )\ az 2 ¢,



ou:

1 1
ECw d26 2 GIt de 2
- = — | 42 — — az | 92
¢ daz £
0 0
Fazendo-se :
« 1 2
_ de
ul-— [af ] dz
Yo
1 0
2 2
o, = [Q_% ]’)dZ
J dz
0
! 2
_ ds
dS—Jm[aE] dz
4]
1
a4 = [ m2 82 dz
o]
! 2 2
af):[(d_-%]dz
dz
0
obtém-se:
— — EC GI
%%f a +X Qko -aaq) - —a — —
, 02 3 2 gt ° )

59
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Resolvendo-se a equagdo do segundo grau em M vem:

2 ko —ad 2
3 2 +4
[ ] EI 4

e
(o)

60



Fazendo-se:

al
C = —_—
b
J o o
4 5
Cc =
p
2 J o, o
a3
C = —
k
| %y %
2 al 2
K = o n
5
finalmente tem-se para M = M_:
!If
n° EI 2 C, GI Zy
M_=C,—— -[c a + ckkJ+/[é a + Ckk] + I—“[1+—Ect ——(Kg) ]
r (K&) b P y w 1
( 4.3.1)
onde:
ma_q_m___“________Z______; _____________
2 -
[ J [ 48 1 az
o dz / .
C =

—— e ————— T ——— s e A T S T —— -

61
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——————— Ty — — ok ok ok A A T 7t ek A N W W S — W e e et L s

c o=-- °
2 1 1
2 2
[ n® 62 dz] [ J [ 9F§ ] dz]
asg
Y
( 4.3.3 )
Pommmmmmmmmmsmmmopemsoosonooooenoo
Hm[f‘—e] az|
. az
c =
k
1 1 5 2
Hmzezdz][“dg]dz]
az
R R S
( 4.3.4 )
B
de
[az] az
K2 = nz ~$
" 2 2
[ Q—g ] az
] az
[ < S
( 4.3.5 )

NOTA: O sinal de "a" e de "k" ("k" tem o mesmo sinal de "y."™)
devem ser compativeis com a orientag¢do adotada neste capitulo,

isto &:

‘carregamento aplicado acima do centro de torgdo: a > 0

carregamento aplicado abaixo do centro de torgdoc:a < O
mesa inferior maior: y > 0
o]

mesa superior maior: y, <0
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Grande nimero de bibliografias, inclusive CLARK (1962), adotam
outras orientagdes, porém a sugerida nesta Dissertagdo é a

mais geral.

Como se pode notar, o problema, ainda ndo estd resolvido pois
para dar sequéncia ao método de Rayleigh dever-se-iam assumir
funcées 6(z) e m(z) e posteriormente minimizar o resultado
encontrado, o gque & bastante trabalhoso.

Varias solucgdes numéricas foram estudadas por varios autores e
baseando-se em diversas delas CLARK concluiu gque os coefi-
cientes da eq. 4.3.1 sdo, para efeitos praticos, dependentes
ti0 somente do tipo de carregamento e das condiges de
vinculo.

Os préximos itens serdo dedicados & apresentagdo de algumas
destas solugdes, constatando a conclusido de CLARK para a

maioria dos casos estudados exceto para vigas em balancgo.
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5 DETERMINAQKO DOS COEFICIENTES DA EQUAQKO GERAL PARA
DIVERSOS ESQUEMAS ESTRUTURAIS

5,1 COEFICIENTE ASSOCIADO A0 DIAGRAMA DE MOMENTOS

FLETORES (C,)

5.1.1 Vigas sem carregamento transversal, (SALVADORI)

Os valores de C sdo0 de dificil determinagdo precisa a partir

das eqs. 4.3.2 a 4.3.5, baseadas no método de Rayleigh, porém,
com o uso de apenas um termo da expansdo em série trigo-
nométrica do angulo de torgdo (6) esta determinagdc torna-se
simples e precisa para carregamento formado por momentos
iguais aplicados &s extremidades do trecho de viga em estudo,
perdendo a precisdo & medida que os momentos tornam-se dife-
rentes (a precisdo ainda & adeguada paré relagdo de momentos
igual a 0,5).

Outra maneira de determinar c, & a partir do mé&todo de Ritz
aplicado ao funcional da energia potencial fornecido pela eq.
4.2.3.1

SALVADORI (1955) e (1956) determinou o coeficiente desta ma-
neira, para vigas sem carregamento transversal, cuja relagdo,
entre os momentos nas extremidades, variasse entre + 1,0 e
- 1,0, porém, admitiu que a segdo fosse simétrica (k = 0).

SALVADORI esclarece gue para nmomento constante basta um termo



65

da expansidc em série trigonométrica de 6 e u, necessitando-se
mais termos & medida que os momentos aplicados 3s extremidades
da viga tornam-se diferentes.

Serd apresentada a seguir a determinacgdo de c, a partir dos
dois métodos citados anteriormente, utilizando-se apenas o
primeiro termo da expansdo em série trigonométrica de 8 e u
comparando-se os resultados com agueles mais precisos indi-
.cados por SALVADORI (1955) e (1956), bem como com os valores

tradicionalmente recomendados nas normas para dimensionamento.

5.1.1.1 Metodo de Rayleigh com a utilizagao de um termo

!
da serie

Lembrando a eq. 4.3.2 :

Fazendo-se:
6 = em sen (m 2Z)

isto &, admitindo-se, que nas extremidades do trecho de viga
em estudo haja impedimento & rotag¢do por torgdo (de modo que
6(0) = 8(&) = 0) e gue o empenamento seja livre (de modo que
d’e/dz® (0) = a%e/dz® (&) = 0),

e também
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M=M1+(M2-M1) Z"—-Mz' [r+(1—r) Z:|

onde M, e M, s8o os mnmomentos aplicados as extremidades do

trecho deviga considerado sendo:

M
r = M— = 1
2
cbtém-se:
1 . 1
ae _ 2 2 _
[[ﬁ-]dz—{(emn) cos"(m Z) d4dZ =
0 0
2 ' 2 (em n)a
= (em ) cos (m 2) dZ = 5

0

1 4% 12 1 (e n2)2
J[ ]dZ=(8mn2)2J sen’ (n 2) dZ=--m2——

az?

0 o
1 1

5 2 2 2

m- 8" dZ = [r + (1 - r) Z:I [Sm sen (m Z):| daz =
o 0

1 1

= r° ei J sen” (m 2) d2 + (1 - r2) em J z? sen’ (m Z2) dz +

¢ Q

r® e ei (1 -1)° 2r (1 -1 93 ei (r® + r + 1)

= 73 + 3 + Z = 3
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‘Substituindo-se os resultados das varias integrais na

expressdao de C, resulta:

c = / 3 ( 5.1.1.1.1 )

r

5.,1,1,2 Metodo de Ritz com a utiliza¢§o de um termo serie

Considerando o funcional da energia potencial adicional dado
pela eq. 4.2.3.1, com p e kX nulos, obtém-se:

¢ 2
AV=%I (EI u'+EC 6" +6I o 2Meu") dz
Q

Serad desenvolvido o cédlculo de C_ para o caso de apoios
simples no plano perpendicular ao da flex8o inicial (K=1,
conforme item 5.4.1) porém, como serd visto no item 5.1.1.3, o
tipo de vinculag¢do pouco afeta os valores de c -
Fazendo-se:

u = u_  sen (E@§)
© gue equivale a supor apoios simples no plano perpendicular

ao da flex8o inicial, isto &, u(0) = u(¢) = u"(0) = u" () = 0,
- T2
g = em sen (T)
© gue equivale a supor que, nas extremidades, a torgio seija

impedida, isto &, 8(0) = @(¢) = 0 e que o empenamento seja

livre, isto &, @"(0) = 6"(¢) = 0
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e também

M =M m{z)

‘onde M & o maximo momento fletor no trecho considerado sendo:

m(z) = [ r + il_:fEL_E ]

obtém-se:
1 T, 4 T Z
AV = §|iEI ('E) u fsen (T) dz
0
2
i 2 02
+ E Cw (2) e J sen (_ﬁ )y dz +
0
¢
T, 2 .2 nZ
+ G It (i) 8 J cos (—?-) dz —
0
£
= T, 2 Tz
— 2 M (f) u em r J sen (—@—) dz -
0
1/
T, 2 (1 -1) 2 M2
— 2 M (?J u em 7 J Z sen (—?n) dz ]

Resolvendo-se as integrais resulta:
2 1 2 T, 2 2 T, 2 =
AV=(3)" {um [Ely(@) :I + 6 [Ecw(f) + GIt] -—u 6 M (1+ r)}

A energia potencial adicional deve ser minima, portanto:
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Diferenciando-se AV em relacdo u e 6 e igualando-se a 2zero
m

resulta:
T, 2 ot
2um[EIy(?)]"emM(l+r)=0
268 |[Ec M2 +61|-u M (1+1r) =0
m W £ t m
ou seja:
2 EI (})° ~ M (1 + 1) u 0
m
1, 2
- M (1 + 1) Z[EC (7 +GIt:| CH 0

Para haver solugdo diferente da trivial deve-se anular o

determinante da matriz acima e assim tem-se:

2

M (1 + 1) -4 ET, Xy 2 [Ecw (%) 0

+
Gl
H
o
| I |
l

Resolvendo-se e rearranjando-se resulta:

_ 2 nz/cg GI, 1y
M=T+ [E1y<f) q[“*ﬁa“ Ez}]
£

Comparando-se a expressdo acima com a eq. 4.3.1 pode-se notar

que os termos entre colchetes s&o iguais, para secdes
simétricas, extremidades simplesnmente apoiadas e sem
carreqgamento transversal, gue fol o caso estudado. Assim

sendo, neste caso, tem-se:
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C = 2 ( 5.1.1.2.1 )

’ o~ +
5.1.1.3 Metodo de Ritz com a utilizagcao do numerc adequado

de termos

SALVADORI (1955) e (1956) calculou o coeficiente C_ pelo

método de Ritz, utilizando o nlmero adeguado de termos da

série trigonométrica, para vigas cuja geometria era
caracterizada pelo pardmetro i = GItﬂz/ECw e para dois tipos
de vinculos: apoio simples no plano perpendicular ao da flex&o
inicial (admitindo torcdo impedida e empenamento 1livre nas
extremidades) e engastamento no plano perpendicular ao da
flexdo inicial (torcgdo e empenamento impedidos nas extremida-

des). Os resultados’%ue chegou sdo os seguintes:

Para r = + 1.0 , C_ sempre & igual a 1,0, para ambas as

condicdes de vinculo e para quaisquer valores de U.

Para r = + 0,5 e xr = 0,0 , C_ independe das condig¢des de vin-

culo e praticamente independe de i (variagdo inferior a 2,2 %)

1A

se u = 40.

para r = - 0,5 e r = - 1,0 , C varia ligeiramente com os
valores de ¢ e com as condigdes de vinculo (variac@o inferior

a 10 % para u = 40).
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Conforme SALVADORI, na pratica u = 40, o que pode ser
confirmado se for analisade o valor de i, no caso de segdes

monossimétricas em forma de "I", o que serid feito a seguir:

Adotando-se, conforme Anexo B:

_ 1 3 3 Pl 3
I = 3 [ bf tf + (nbf) tf + (h.——y; tf) tw ]

3 3
(b2t ) (nb )’ t
c = f £ f h

H
12 [bSt +(nb)3t]
£ £ f i

2

Sendo:
n =z 1, relagdo entre as larguras das mesas

v = 0,3 (coeficiente de Poisson)

resulta:
(e/n)° T 1 1
peease LR ML (4] ]
(b/t) n
com
mz(h—gﬁg E 3
b t
£ £
Sabendo-se dque os maiores valores de p ocorrem para n = 1

{secdo duplamente simétrica) e adotando-se valores exagerados
para as relacgoes entre dimensdes das vigas, o que
dificilmente, na prédtica ocorreria simultanemente, tais como:

¢/h = 20 , bf/tf = 10 em = 0,5 obtem-se u & 31.
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Pode-se entdo avaliar gue a indicagdo de SALVADORI deve ser
adequada 3 maioria dos casos préaticos.

Assim sendo SALVADORI propde adotar os minimos valores de C ,
no intervalo i = 40, dependentes apenas do tipo de carregamen-
to, o gque & coerente com a formulagdo proposta por CLARK
(1962) e vista no item anterior, sendo independente, neste
intervalo, das caracteristicas geométricas, e condigdes de

vinculo.

Os valores de C_ sdo os seguintes:

r c,
1,0 1,00
0,5 1,32
0,0 1,82
-0,5 2,49
~1,0 2,50

convém ressaltar que, como as condigdes de vinculo pouco
afetam os valores de C dentro das hipdteses de SALVADORI,
na pratica, tais valores sdo utilizados, no caso de trechos de
vigas, entre travamentos laterais, mesmo na presenca de

carregamentos transversais, desde que o diagrama de momentos

seja aproximadamente linear e ndo haja cargas concentradas

aplicadas acima do centro de torgdoc (neste caso Cp z 0,
podendo ser desconsiderada a influéncia do ponto de aplicagdo

do carregamento).
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5.1.1.4 Comparacao entre resultados

As normas brasileiras e internacionais recomendam para o
cédlculo deste coeficiente, a seguinte equagdo (vide capitu-
1o 7), baseada nos estudos e conclusbes de SALVADORI:

c, =1,75 - 1,05 r + 0,3 r" = 2,30

Na tabela a seguir serdo apresentados os resultados obtidos a
partir do método de Rayleigh (eq. 5.1.1.1.1) e do mé&todo de
Ritz (eq. 4.1.1.2.1) utilizando-se, em ambos, apenas um termo
da série trigonométrica, os valores médios obtidos por

SALVADORI a partir do método de Ritz com o nimero adequado de

‘termos e os valores recomendados pelas normas.

* *k Salvadori Normas
(Rayleigh com (Ritz com (Ritz com todos ABNT/AISC

um termo) um termo) os termos)
+1,0 1,00 1,00 1,00 1,00
+0.5 1,31 1,33 1,32 1,30
0.0 1,73 2,00 1,82 1,75
-0.5 2,00 4,00 2,49 2,30(2,48)
-1,0 1,73 ) 2,50 2,30(3,10)

* conforme eq, 5.1.1.1.1 deduzida nesta Dissertacdo

*% conforme eg, 5.1.1.2.1 deduzida nesta Dissertacéo
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WINTER (1943), determinou o valor do M = para uma viga
biapoiada, submetida a momento constante com segdo
monossimétrica em forma de "I", a partir do método energético
(AV = 0), e com a utilizagdo de apenas um termo da expansao em
série trigonométrica do &ngulo de torgdo. Rearranjando-se a
expressdo deduzida por WINTER e lembrando-se os valores
aproximados de c, e k indicados no ANEXO B, conclui-se due
tanmbém neste caso, Cb = 1,0.

A partir de GOODIER (1942) E TIMOSHENKO (1961) (vide capitulo
6), também conclui-se que c,= 1 para vigas com segdo gualquer,

submetidas a momentc constante.

5.1.2 Vigas submetidas a carregamento uniformemente
distribuido ou forg¢a concentrada no meio do vao,

Equacoes diferenciais, (AUSTIN/TIMOSHENKO)

As equacgdes diferenciais gque governam a flambagem lateral de
uma viga podem ser obtidas a partir da variagao do funcional
da energia potencial adicional fornecido pela eq. 4.2.3.1, ou
seja:

¢

S[AV(u,8)] = j (EI_u" su" + EC 6" 86" + GI. 8’ s67 + M u" 86 +
4]

+ MO Su" -2kMe’ 38/ -—pao &) dz = 0

Integrando-se por partes resulta:
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¢ - z £
J ETI u" du" dz = EI u" du’ - a7’ SU} + I ET u’7*7 su dz
0 Y vy L o o y
¢ - 2 2
I EC g" " dz = EC " g’/ - g’’’ 86] + j EC @’7/7/ 86 dz
0 L) W R 0 o W
L ¢ L
J GIte’ 887 dz = GI [8’ 68] - J GIt an §g dz
0 ks 0 0
) . 2 2
J MeSu" dz = [Me sul - (MG)’Su] + I (M6)" su dz
0 o} 8]
¢ L L
f M6’567 dz = [(Me)’ aa] - I (M6)" $6 dz
0 0 0
Sabendo-se que, nas extremidades simplesmente apoiadas no
plano perpendicular ac da flexdo inicial, tem-se:
condigdes essenciais:
du = 0
6 = 86 = 0 (admitindo-se gque haja
restricdo a rotacgdo por
torg¢éao)
condig¢des naturais
uyt = g =
e que, nas extremidades com engastamento no plano

perpendicular ao da flexdo inicial,tem-se:

condigdes essenciais:

du su’ 0

o 8! = &g/ 0

oY=

Substituindo-se tais valores em §[AV] fornecido anteriormente,
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obtém-se:

4
J { [Ezy urfrr o+ (M e)"] su + I:EC“ grirr —
0

S[AV(u,8)]

- GI 6"+ Mu'+2kME" -pasd ]Se}dz =0

A igualdade deve ser valida para quaisquer Su e 3§86, de modo

que:

EIL u/’/// + (M )" =0

EC_©//// - GI 6" +Mu' +2kMe" -pas=20

Que sdo as eguagdes diferencials gque governam o fendmeno da

flambagem lateral, respeitadas as hipéteses deste trabalho.

AUSTIN; YEGIN; TUNG (1955), a fim de determinar M resol-
veram as equacdes diferenciais, numericamente, utilizando mé-
todo de aproximagdes sucessivas, dividindo a viga em 24 par-

tes iguais (informam os autores que o tempo de processamento

foi de 10 horas) e baseados na hipdtese da segdo ser simétrica

(k = 0).

AUSTIN apresenta uma série de tabelas com valores adimensio-

nais e auxiliares para o calculo do M__, em fungio de:

~tipo de carregamento: carregamento uniformemente distribuido
ou carga concentrada no meio do vao.

-ponto de aplicagio do carregamento: no topo, na base ou no

centro geométrico (coincidente com o centro de torgdo) da



77

segio.

-rigidezes & rotagdo na flex8o, tanto no plano da flexdo
sub-critica, quanto no plano perpendicular a este, variaveis
de 0 (apoio simples) a « (engastamento perfeito).

-1 (o mesmo p utilizado por SALVADORI, conforme item 5.1.1.3)

variandec entre ¢ e 100,

Admitindo-se, por hipdtese (os resultados confirmam esta
hipdétese), neste e nos prdximos itens, que os valores de Cb
independem do ponto de aplicacdo do carregamento, pode-se
‘calculéa-los para o caso do carredgamento aplicado no centro de

torgdo (a = 0)

Comparando-se a expressio para o calcule da carga critica,
conforme AUSTIN (1955), com a =2¢. 4.3.1 (coma =0 e k = 0), é
possivel deduzir~se a expressio, fornecida a segquir, due

permite a determinacdc dos valores de Cb:

c, = ( 5.1.2.1)

Sendo x a denominagdo dada aos valores tabelados por AUSTIN,
neste caso o valor correspondente a aplicagdo do carregamento

no centro de torg¢do, e n e K, conforme tabela a seguir:



e

Condigdes de

plano da

flexao

inicial

engastamento

engastamento

apoio simples

apoio simples

Os valores

de

vinculacéo
plano perpendi-

cular ao da

flexdo inicial

engastamento
apolio simples
engastamento

apoio simples

Cb, calculados

(L = 100), sdo listados a seguir:

Condigdes
rlano da
flexdo
inicial
engastamento
engastamento

apoio simples

apolio simples

de

vinculagéo
plano perpendi-
cular ao da
flexdo inicial
engastamento
apoio simples

engastamento

apoio simples
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Tipo de carregamento
carregamento carga con-
uniformemente c¢entrada no
distribuido meio do v&o

n K n K
24 0,5 8 0,5
24 1,0 8 1,0

8 0,5 4 0,5

8 1,0 4 1,0

a partir da

Tipo de carregamento
carregamento carga con-
uniformemente centrada no
distribuido meio do véo

0,86 1,04

%
1,30 1,70

% *® -]
0,97 1,07

* ¥ W EE * ¥ EXRE
1,13 1,35

eqd. 5.1.2.1
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Estes valores estdo relacionados com o momento no meio do
vao, pfﬂz4, ou seja o momento gque provoca flambagem

lateral

Estes valores também podem ser calculados {(para ¢ = 320) a
partir de TIMOSHENKO (1936) e (1961), dque resolve as
equacdes diferenciais expandindo a fungdo 6 em série
polinomial infinita com a utilizagdo da expressdo
fornecida a seguir, que pode ser deduzida a partir da
comparacgdo do formulério proposto por TIMOSHENKO com a

eq. 4.3.1

c = ( 5.1.2.2 )

onde 7 (72 ou v4) & definido em TIMOSHENKO (1%61), u =
GIt£2/EC“ e n e XK os mesmos fornecidos anteriormente neste
itemn.

Estes valores também podem ser calculados a partir de
DE VRIES (1947), que utiliza o método energético (AV = 0)
e expande a fungdo do 4&angulo de torgdo em série
trigonométrica com dois termos, com o auxilio da seguinte
expressio, deduzida de forma similar &s apresentadas

anteriormente:

c = ( 5.1.2.3 )
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onde k & um adimensional auxiliar determinado por DE VRIES

(1947)

%% Estes valores também podem ser confirmados a partir de
VLASSOV (1962), gue generaliza as conclusdes de

TIMOSHENKO.

Deve ser citado que a equagdo geral para a determinagdo do
momento critico (eq. 4.3.1) ndo fol deduzida prevendo
ocorréncia de cargas concentradas, mas como se pode perceber
neste e nos itens sequintes a referida equag¢fio pode receber

tal generalizacédo.

5.1.3 Vigas biapoiadas submetidas a duas cargas concentradas

( SCHRADER)

SCHRADER (1943), a partir do método energético (AV = 0), e com

'a utilizagdo de um termo da expansdo em série trigonométrica

do angulo de torgdo, deduziu uma expressdo para a determinagdo
da carga critica de vigas com carregamento constituido de duas
cargas concentradas, simetricamente localizadas em uma viga

biapoiada (apoios simples) e distanciadas dos apoios de "cU.

A partir deste trabalho e com o auxilio da expressdo fornecida

a seguir, é possivel determinar c -
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onde A, B e D sio adimensionais auxiliares e determinados por

SCHRADER (1943).
Analisando-se a expressdo anterior, no intervalo ¢ = p s 50,
nota-se dque C_ permanece aproximadamente constante para cada

valor de c/é.

Os valores de Cb calculados sdo listados a seguir:

T c, 7 c,
0,05 1,00 0,30 1,06
0,10 1,00 0,35 1,09
0,15 1,01 0,40 1,17
0,20 1,02 0,45 1,25
0,25 1,04 0,50 1,37

Convém ressaltar que, nas bibliografias consultadas encon-
tra-se, para este esquema estrutural, ou o valor de Cb apenas
para c/¢ = 0,25 , em CLARK (1962), ou uma curva aproximada

C =1+ (c/2)°, em NETHERCOT; ROCKEY (1972)

5.1.4 Vigas biapoiadas e com travamento lateral

(TIMOSHENKO/DE VRIES)

TIMOSHENKO (1936) e (1961) e DE VRIES (1943) analisaram a
situagdo estrutural gue corresponde a uma viga simplesmente
apoiada, mas com um travamento lateral rigido no meio do véo.

Utilizando-se as equacgdes de transformagdo eds. 5.1.2.2 (com
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K= 1en =8 no caso de carga concentrada e n = 16 no caso de
carregamento uniformemente distribuido) e 5.1.2.3, e lembrando
gque o ™" a ser colocado na eguagao geral de Mcr (eq. 4.3.1) e
no cdlculo do valor de u deve ser a metade do vao total da

viga, resulta:

i c,

Carregamento Carga con-

uniformemente centrada no

distribuido meio do viéo
* 1,334 1,859
' 1,346 1,846
* 1,334 1,843
16 1.331 1,835
24" 1.331 1,825
25" 1,331 1,828
32" 1,329 1,823
36" 1,329 1,821
49" 1,327 1,815
50" 1,324 1,811
196 1,317 1,793

* Timoshenko #% De Vries

-

NOTA: Convém esclarecer que em TIMOSHENKO (1936) e (1961) ha

uma incorreg¢ido nos valores de "y" fornecidos pelo autor, para

o caso de U = 16,

Como foi analisado no item 5.1.1.3, na pratica g = 40. Assim
sendo pode-se adotar, com bastante precisdo: Cb==1,33 para
carregamento uniformemente distribuido e Cb = 1,82 para carga
concentrada no meio do véao.

Convém notar gque esta dltima situagdo & similar aquela
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estudada por SALVADORI, j& citada no item 5.1.1.3, com r = 0 e
‘o valor de Cs = 1,33, para carregamento uniformemente
distribuido, ndo & encontrade em guaisquer das bibliografias

consultadas.

5.1.5 Vigas em balanco

Para os carregamentos apresentados neste item ndo ha
necessidade do impedimento ao deslocamento lateral ou &
rotagdo por torgdo da extremidade livre, sendo esta
considerada 1isenta de qualquer vinculagido. A presenga de
vinculos nesta extremidade & analisada em NETHERCOT (1973).
-Esta Dissertac¢8o ndo abrange o caso de momento fletor aplicado
a extremidade livre, para o qual recomenda-se a leitura de
SALEEB; CHANG; GENDY (1992).

Para o caso de vigas em balango, o valor de Cb depende da
geometria da pega e ndo se torna tdo confortadvel o uso da
eq. 4.3.1, mas, serdo fornecidos alguns valores de Cb em

fung¢do de u, baseados nos trabalhos de diversos autores, e das

expressdes de transformagdo indicadas.

5.1.5.1 Carga concentrada {TIMOSHENKO)

TIMOSHENKO (1936) e (1961) resolveu as edquag¢des diferenciais
da flambagem lateral de vigas com segdo simétrica, em
balango, totalmente engastadas em uma extremidade e totalmente

livres na outra, submetidas a uma carga concentrada na
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extremidade livre e aplicada no centro de torcgdo, a partir do
desenvolvimento em série polinomial infinita do &angulo de

torgio.

A partir de TIMOSHENKO (1961) e com o auxilio da expressdo

fornecida a seguir, & possivel determinar os valores de C

para este caso.

¥
c = 2
o
nz
T 1 + —
i
onde ¥ & um adimensional auxiliar determinado  por

2
TIMOSHENKO (1961)

A seguir fornece-se alguns valores de C :

K c, M c
b
1 1,51 10 1,71
2 1,59 12 1,70
3 1,64 16 1,68
4 1,67 40 1,61
8 1,71
Para outros valores de Cb sugere-se utilizar a seguinte

expressio, determinada por NETHERCOT (1973) para i =4 :

3,539 2,521

1 v

c, = 1,287 —
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NOTA: CLARK (1962) recomenda a utilizacg8o, por simplicidade,
de um UGnico valor para C,r sugerindo a adogdo do conservador
Cb = 1,28, adequado a vigas com i - « ou seja C“ = 0. Porém
para 2 = 4 = 40, é& possivel adotar-se Cb = 1,60, acarretando
um acréscimo de 25 % no valor da carga critica se comparado
com o valor calculado conforme as bibliografias dque se baseiam

nas recomendagdes de CLARK (por exemplo : SALMON; JOHNSON

(1980)) .

NOTA: Convém ressaltar que, na pratica u = 4, pois conforme
NETHERCOT (1972} e (1973), para valores inferiores a 4, na
maior parte dos casos estudados por ele, a se¢do Jj& se
encontra na regido inelédstica, ou seja, atinge o limite de

escoamento antes de ocorrer a flambagem.
5.1.5.2 Carregamento uniformemente distribuido (POLEY)

POLEY (1954), resolveu, pelo método das diferencas finitas, as
equagdes diferenciais da flambagem lateral de vigas en
balango, com segdo duplamente simétrica, totalmente engastadas
em uma extremidade e totalmente livres na outra, submetidas a
carregamento uniformemente distribuido e aplicado no centro de
torgéio.

A partir do trabalho de POLEY e com o auxilio da expresséo
abaixo é& possivel determinar os valores de Cb, para o© caso

estudado, gue como no caso anterior também depende de u.
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onde m & um adimensional auxiliar determinado por POLEY (1954)

A seguir fornece-se alguns valores de Cb:

u C, M C,
1 3,23 12 3,34
2 3,33 14 3,30
3 3,38 16 3,25
4 3,40 24 3,15
8 3,40 32 3,05
10 3,36 40 2,98

Para outros valores de C  sugere-se utilizar a seguinte

expressio, determinada por NETHERCOT (1973) para 4 = 4 3

9,114 . 7,245

1 e

NOTA: CLARK (1962) recomenda a utilizagd&o, por simplicidade,

c = 2,030 —
b

de um Unico valor para C,: sugerindo a adogdo do conservador
c, = 2,05, adequado a vigas com U - = ou seja c = 0. Porém
para 1 = u = 40, & possivel adotar-se Cb = 3,00, acarretando
um acréscimo de 46 % no valor da carga critica, se comparado

com o valor calculado conforme as bibliografias baseadas nas

recomendacgdes de CLARK (por exemplo: SALMON; JOHNSON (1980)) .
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5.1.6 Conclusoes

Analisando-se os trabalhos citados nos itens 5.1.1 a 5.1.5 e

seus resultados, pode-se concluir gque:

-A expressdo recomendada pelas normas para o calculo de Cb é
aceitével, quando utilizada dentro das hipdteses adotadas no
item 5.1.1, destacando-se: vigas com secdo duplamente
simétrica, sem carregamento transversal e com u = 40. Na
préatica é possivel adotar-se esta expressio quando, mesmo na
presenga de carregamento transversal (item 5;1.1,3), o
diagrama de momentos fletores se mostrar aproximadamente
linear entre travamentos e na auséncia de cargas concentradas
aplicadas acima do centro de torgio.

-A expressdo recomendada pelas normas, provoca resultados
anti-econémicos, gquando aplicada aos casos estudados nos
itens 5.1.2 a 5.1.5, ou seja, na presenga de carregamento
transversal, onde tais normas sugerem por simplicidade
C, = 1,0. Respeitadas as hipéteses de cdlculo, o valor de C,
pode perfeitamente ser substituido pelos valores fornecidos
neste trabalho.

_—Cb = 1,33 , para vigas simplesmente apoiadas, com travamento
lateral rigido e centralizado (neste caso £ & a metade do vido
total da viga), com carregamento uniformemente distribuido e
i =40 (item 5.1.4). Este valor de C ndo & fornecido em

nenhuma das bibliografias consultadas, mas como foi visto

pode ser perfeitamente utilizado.
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-No caso das vigas em balancoe (item 5.1.5), o valor de c,
depende também da geometria da viga. A favor da seguranga e
por simplicidade pode-se adotar ¢= 1,60, no caso de forga

concentrada e Cb= 3,00, no caso de carregamento uniformemen-

" te distribuido, desde que 2 = u = 40. Estes valores sé#o

superiores Aqueles normalmente encontrados nas bibliografias
que seguem as recomendagbes de CLARK.

-0 valor de C depende do tipo de carregamento e condigdes de
vinculo, ndo sendo influenciado, na préatica (u = 40), pela
geometria da pega (exceto no caso das vigas em balango), ou,
por hipbétese, pela posigdo do carregamento.

-Pouco se pode concluir sobre a influéncia da monossimetria da
segdoc no valor de Cb, exceto para vigas submetidas a momento
fletor constante, para as dquais c, = 1,0.

-Nas extremidade do trecho de viga em estudo deve haver

" impedimento ao deslocamento lateral e & rotagdo por torg¢éo,

exceto no caso da extremidade livre das vigas em balango

(ver primeiro paragrafo da introdugdo do item 5.1.5).
\ ~
5.2 COEFICIENTE ASSOCIADO A POSICAO DO CARREGAMENTO (Cp)

Os valores de Cp sdo também de dificil determinacdo analitica
a partir do método de Rayleigh, com o formuldrio proposto por
CLARK (1962), mas pode-se notar, pela eq. 4.3.3 , que para
momentos fletores com variagdo linear, ou seja os casos

estudados por SALVADORI, o numerador de tal expressao

-anula-se, portanto, Cp = 0.
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Além disso, pode-se calcular o valor de Cp a partir dos
trabalhos de diversos autores, que estudaram vérios casos
particulares de esquemas estruturais. E o que sera apresentado

a seguir.

5.2.1 Vigas submetidas a carregamento uniformemente
distribuido ou carga concentrada no meio do

vao (AUSTIN)

Comparando-se a expressido para o calculo da carga critica,
conforme AUSTIN (1955), (consideragfes sobre este trabalho 3j&
foram feitas no item 5.1.2.1) com a eqg. 4.3.1, comk = 0 e a =
+h/2 ou a = -hf2, & possivel deduzir-se as expressdes,

fornecidas a seguir, due permitem a determinagio dos valores

de C :
P
2
1+ K B¢t
C = abs L ( 5.2.1 )
2t
onde:
2 K°
t =22 X ( 5.2.2 )
2
C nm
b
Sendo ¥ , neste caso, o wvalor tabelado em AUSTIN (1955)

~

correspondente & aplicagdo do carregamento fora do centro de
torgdo (a = +h/2 ou a = -h/2) e n e K conforme item 5.1.2,
0s valores de Cp calculados a partir das egs. 5.2.1 e 5.2.2

(L = 100) sdo listados a seqguir:
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Condi¢des de vinculagéo Tipo de carregamento
plano da plano perpendi- carregamento forga con-
flexfo cular ao da uniformemente centrada no
inicial flexdo inicial distribuido meio do véo
‘engastamento engastamento 0,82 0,84
engastamento apolio simples 1,55 1,42
apoio simples engastamento 0,29 0,42

&
apoio simples apoio simples 0,45* 0,55

* Estes valores podem ser confirmados (para i s 200) a partir
de TIMOSHENKO (1936) e (1961), com a utilizagdo da eq. 5.2.1
porém com t (cuja dedugdo pode ser feita de maneira similar

a apresentada) igual a:

y Vu

2
C nm
b

* Estes valores podem também ser confirmados a partir de
DE VRIES (1947), com a utiliza¢do da eq. 5.2.1, porém com

o valor de t igual a:

Como se pode observar, Cp ndo depende da geometria da pega
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(L= 100) e, neste caso, ndc depende também do ponto de
aplicacdo do carregamento, assim sendo, se esta hipdtese
fosse adotada iniclalmente a eq. 5.2.1 poderia ser simplifi-

cada, apresentando-se das seguintes formas:

(z) (1)
X - 2
C = —-——-————?K (AUSTIN)
P 2C nm
b
)
y (2 _ i
Cc = —Vu K (TIMOSHENKO)
5] 2
2C nmn
b
(2) (1)
c =2 K -k (DE VRIES)
P 2
Cm

Onde o indice superior indica :

(1)~ carregamento aplicado na mesa superior

(2)~ carregamento aplicado na mesa inferior
Tendo em vista que a independéncia de Cp em relagdoc ao ponto
de aplicagdo do carregamento ndo & um caso geral, serd mantida

a eq. 5.2.1, na sua forma original, nas andlises subsegiientes.

5.2.2 Vigas biapoiadas submetidas a duas cargas concentradas

( SCHRADER)

A partir da expressdo deduzida por SCHRADER (1943) (vide item
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5.1.3) & possivel determinar Cp com o auxilio da eq. 5.2.1,

porém com t igual a:

(%)A[1+/1+B+Du‘:|

2
c (i
b

Analisando-se a expressdo anterior, juntamente com a
eg. 5.2.1, no intervalo 0 = g = 50 nota-se que Cp permanece
aproximadamente constante para cada c/f{. Os valores de Cp sdo

listados a seguir:

7 c, 7 c,
0,05 0,10 0,30 0,47
0,10 0,19 0,35 0,52
0,15 0,28 0,40 0,54
0,20 0,36 0,45 0,55
0,25 0,42 0,50 0,55

Convém ressaltar gque, nas bibliografias consultadas encontra-
-se, para este esquema estrutural, o valor de Cp apenas para

cff = 0,25 em CLARK (1962).

‘NOTA: A hipétese da independéncia de Cp em relacdo ao ponto de
aplicagio do carregamento, também neste caso, levaria a uma
grande simplificacdo na eg. 5.2.1 dque se apresentaria da

seguinte forma:

S g

., B
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5.2.3 Vigas. Dbiapoiadas e com travamento lateral

(TIMOSHENKO/DE VRIES)

A partir dos trabalhos de TIMOSHENKO (1936) e (1961) e DE
VRIES (1947), aplicados a vigas simplesmente apoiadas e com
travamento lateral centralizado e rigido, e com o auxilio da
eq. 5.2.1, com "'t fornecido a seguir, & possivel

determinar-se o valor de C.
P

2
16 Cb b

t =

Com y fornecido em TIMOSHENKO (1961)

Com k fornecido em DE VRIES (1947)

A seguir s8o apresentados os valores de Cp , calculados a

partir dos trabalhos de TIMOSHENKO(*) E DE VRIES({*%):
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C
H P

Carregamento uniformemente

distribuido
0,137/0,134
0,140/0,142
0,133/0,133

16 0,133/0,132
24" 0,135/0,139
25 0,132/0,131
32" 0,134/0,138
36 0.131/0,130
49" 0,131/0,130
50" 0,132/0,135
qaL7 o /i85 0 427

Os dois valores da coluna de Cp referem-se a carredgamentos

localizados em a = h/2 e a = — h/2.

NOTA: Convém esclarecer gue em TIMOSHENKO (1936) e (1961) ha

uma incorrecio nos valores de "y" fornecidos pelo autor, para

© caso de u = 16.

Observando-se esta tltima tabela pode-se adotar com bastante

precisdo, para o caso considerado, Cp = 0,13.

Quando a carga & concentrada no meio do vdo da viga , isto &,
coincidente com a localizagdo do travamento lateral, a ligagéo
entre eles deve ser tal, que se possa considerar a carga

aplicada no centro de torcgdo.
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5.2.4 Vigas em balango (NETHERCOT)

Apesar de a mesa superior ser neste caso a mesa tracionada,
ainda & ela a gue mais deforma apds a flambagem, conforme
NETHERCOT (1983), e a estabilidade lateral se reduz conforme
sobe o posicdo do carregamento relativamente ao centro de
torgao.

‘Baseado no método dos elementos finitos, cuja formulagdo &
encontrada em BARSOUM; GALLAGHER (1970), NETHERCOT (1973)
desenvolveu um formuldrio para o cdlculo de vigas em balango
com seg¢do duplamente simétrica, com u = 4, totalmente
engastadas em uma das extremidades e totalmente 1livres na
outra, submetidas a carregamento uniformemente distribuide ou
carga concentrada na extremidade livre (ver primeiro paragrafo
da introducgdo do item 5.1.5).

A partir do trabalho de NETHERCOT & possivel determinar os

valores de Cp com auxilio da eq. 5.2.1., porém com t igual a:

I

sendo B 1/B1 para carregamentos na mesa superior e

B B2 para carregamentos na mesa inferior

onde B1 e 82 sdo adimensionais auxiliares indicados enm

NETHERCOT (1973)

S&o listados a seguir alguns valores de Cp:
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i C, (1) C, (2)
Carregamento Carga con- Carregamento Carga con-
uniforme centrada uniforme centrada

1,56 1,50 0,98 0,56
1,26 1,14 0,96 0,58

10 1,19 1,06 0,95 0,45

12 1,14 1,00 0,94 0,44

is 1,08 0,93 0,94 0,42

20 1,04 0,94 0,94 0,41

40 0,95 0,76 0,95 0,38

R Q i (Qé{(ﬁz

(1) carregamentos na mesa superior

(2) carregamentos na mesa inferior

Como se pode notar Cp , nas vigas em balango, depende também

da geometria da pega e da posigdo do carregamento.

CLARK (1962) recomenda, para O Caso de carga concentrada,
Cp = 0,64 e se omite no caso de carregamento uniformemente
distribuido. A determinacdo de tal valor foi baseada no tra-

balho de KERENSKY; FLINT; BROWN (1956) due por simplicidade

-adotaram Cw = 0 e carregamento aplicado no topo da secgdo, ©

gue perturbou a dedugdo de CLARK.

Sequindo a mesma linha de simplicidade adotada por CLARK,
sugere-se dgue sejam adotados oS seguintes valores, para
4 = 1 = 40: Cp= 1,50 e 0,38 no caso de carga concentrada
aplicada vrespectivamente na mnesa superior e inferior e

q)= 1,56 e 0,95 no caso de carregamento uniformemente
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distribuido aplicado respectivamente na mesa superior e
inferior.

Estas recomenda¢des provocardo uma redugdo no valor do M de

e

11 % (carga na mesa inferior, em vigas com u = 4) a 42

(carga na mesa superior, em vigas com uy = 40).
5.2.5 Conclusoes

Analisando-se os trabalhos citados nos itens 5.2.1 a 5.2.4 e

08 seus resultados, pode-se concluir que:

-As normas ABNT, AISC e AISI (vide Cap. 6), omitem-se guanto &

| influéncia da posig#oc do carregamento, o que se pode tornar
contra a seguranga, mas, respeitadas as hipdteses de cédlculo,
pode-se utilizar os valores de Cp apresentados neste item e
calcular-se M, a partir da eq. 4.3.1.

—Cp = 0 para vigas sem carregamento transversal. Na pratica &
possivel adotar-se este mesmo valor gquando, mesmo ha presencga
de carregamento transversal, exceto carga concentrada, o
diagrama de momentos se mostrar aproximadamente linear.

—Cp = 0,13 para vigas simplesmente apoiadas, com travamento
lateral rigido e centralizado, com carregamento uniformemente
distribuido e u = 40. Este valor de Cp ndo & fornecido em
nenhuma das bibliografias consultadas, mas como foi visto
(item 5.2.3) pode ser perfeitamente utilizado.

-Nas vigas em balango o valor de Cp depende da'geometria da

peca e da posigdo do carregamento. A favor da seguranga e por
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simplicidade pode-se adotar Cp = 1,50 e 0,38 no caso de
forga concentrada, aplicada respecfivamente na mesa superior
e inferior e Cp = 1,56 e 0,95 no caso de carregamento unifor-
memente distribuido, aplicado respectivamente na mesa supe-
rior e inferior, desde que 4 = i = 40. Estes valores provocam
uma redugdo no M _, se baseado nas bibliografias que seguem
as recomendagdes de CLARK.

-0 valor de Cp depende do tipo de carregamento e condigSes de

vinculo ndo sendo influenciado, na préatica (u = 40), pela

geometria da pega ou pela posigdo do carregamento, exceto

nas vigas em balango.
~Nada se pode concluir sobre a influéncia da monossimetria da

segé&o.
v ~
5,3 COEFICIENTE ASSOCIADO A MONOSSIMETRIA DA SECAO (Ck)

Os valores de C, como os dos demais coeficientes da eq.
4.3.1., s@o de dificil determina¢do precisa a partir das eqgs.
4.3.2. a 4.3.5., baseadas no método de Rayleigh e deduzidas

por CLARK (1962). Nos itens seguintes serdo apresentados os

valores recomendados pelas bibliografias consultadas.

5.3.1. Vigas submetidas a momento constante

Como ilustragdo serd deduzido o valor de C utilizando a
eq. 4.3.4, para vigas submetidas a momento constante,

expandindo em série trigonométrica o &ngulo de torgdo, mas
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aproveitando apenas o primeiro termo.

Lembrando a eq. 4.3.4.

No item 5.1.1.1 foi determinado o denominador desta expressio,
admitindo-se que as extremidades das vigas tenham impedimento

de rotagdo & torg¢do, porém permitam o livre empenamento. O

resultado encontrado foi o seguinte:

2.2 2 2
V//[ ifﬂ%;l_ ] [ 8 (r 6+ r + 1) ]

Jque para r = 1 vale

(6, m°

O numerador da expressdo anterior vale:

1 s 1
[ m [ %% ] dz = J (9m n)2 sen® (m 2) dZ2 =
o 0
1
= (em n)2 [ sen® (m z2) 42 =

0

(6 u°)
2
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Portanto tem-se Ck = 1,0

WINTER (1943) confirma este valor para vigas com segio

monossimétrica, conforme indicado no item 5.1.1.4.

GOODIER (1942) e TIMOSHENKO (1961) confirmam este valor para

C no caso de vigas com seg¢ido gualguer, conforme indicado no

k!

capitulo 6.

5.3.2 Vigas submetidas a carregamento transversal

ANDERSON; TRAHAIR (1972), resolveram numericamente, pelo
método das integrais finitas, as equagdes diferenciais da
flambagem lateral de vigas com secdo monossimétrica,

simplesmente apoiadas e em balango, submetidas a carregamento

‘uniformemente distribuido ou forga concentrada, aplicados no

centro de torgdo ou fora dele.

530 apresentadas nesse trabalho tabelas com as cargas criti-
cas para as situagdes estruturais citadas, mas em fungdo da
geometria da peca, ndo tendo sido possivel generalizar o re-
sultado como nos casos anteriores de determinacgdo de Cb e Cp.
0s autores apresentam, também, conclusdes de cunho gquali-
tativo,rconfirmadas por investigacdes experimentais reali-
zadas por eles, que sdo citadas a sequir.

0 efeito da monossimetria, também conhecido como efeito

Wagner (*), nas vigas simplesmentes apoladas & tal, que a

‘carga critica & maior quando a mesa tracionada & a menor das

duas mesas, isto @ k < 0 e portanto Ck > 0, mesmo quando o
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carregamento estiver fora do centro de torcgio.

No caso de vigas em balango, quando o carregamento & aplicado
na mesa inferior, o efeito da monossimetria predomina e a
carga critica & maior gquando a mesa inferior comprimida & a
maior, isto & k > 0 e portanto C, < 0. Contudo, conforme o
ponto de aplicacdo sobe, o predominioc da monossimetria
decresce e para vigas com carregamento na mesa superior a
carga critica & maior quandc a mesa superior tracionada for a

maior, similar 3s vigas biapoiadas.

(*) No caso de vigas biapoiadas, o efeito Wagner pode ser
resumidamente explicado da seguinte maneira: A maior distéancia
(maior brago de alavanca) entre a mesa menor e o centro de
torgao produz uma redugdo na rigidez & torgdoc guando esta mesa
for comprimida e um aumento na rigidez & torgdo quando for
tracionada e a nova rigidez & torcdo passa a ser: G I, -2 kM
(conforme TRAHAIR (1977)), onde k & o coeficiente de monos-

simetria e M & o momento fletor atuante na viga.

Comparativamente, pouco se sabe sobre os efeitos da variacéo
nas condigdes do carregamento e de apoio na estabilidade
lateral das vigas com se¢d3oc monossimétrica, conforne
NETHERCOT, 1983.

A influéncia da variagdo do tipo de carregamento no valor de
Ck, foli muito pouco estudada, mas diversos autores e nornas
como & o caso de MCGUIRE (1968), GALAMBOS (1988), ABNT/NBR

8800/1986, AISI/1986, recomendam, por simplicidade, ado-
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tar-se q{ = 1,0 , na presenga dos mesmos valores de Cb
indicados no item 5.1, e com carregamento aplicado no centro

de torcdo (esta Gltima restrigdo ndoc & fornecida nas normas

.ABNT e AISI, o que pode levar os seus usuidrios a incorrerem em

erro, pols por exemplo vigas em balango com carregamento na
mesa inferior exigiria c <0).

CLARK (1962), baseado em um trabalho de PETTERSSON, 1952,
indica ¢, = 2.5 para o caso de vigas simplesmente apoiadas e
submetidas a uma forga concentrada no meio do véo.

Para outras situacdes de carregamento ndc had ainda uma solugéo
geral, sugerindo-se a adogdo dos resultados particulares

apresentados em ANDERSON; TRAHAIR (1972).

NOTA: H& uma incorregdo na apresentacido da expressio 5.9

(p. 166) de GALAMBOS (1988), para a determinagdo do M de

r

vigas com secdoc monossimétrica. Esta incorregdo, que pode ser
constatada comparando~-a com a eqg. 4.3.1 desta Dissertacgdo, &
decorrente da tentativa de simplificacgio de expressdo similar

apresentada em GALAMBOS (1968) (eg. 3.53. p. 99)

5.3.3 Conclusoes

-C = 1,0 , emn vigas sem carregamento transversal ou com
carregamento aplicado no centro de torgéo.

-Pouce se sabe sobre o valor de Ck para vigas com

. carregamento fora do centro de torgdo. Neste caso Ci > 0,

exceto para vigas em balango com carregamento abaixo do



103

centro de torgdo, para as quais C, < 0.

5.4 COEFICIENTE ASSOCIADO A0 TIPO DE VINCULACAO (K)

O coeficiente K estd relacionado com a restrigdo a
deslocamentos ou rotag¢des no plano perpendicular ao da flexdo
sub~critica.

‘Apoio simples, nesse plano, significa empenamento livre e
tensdes nulas nas extremidades consideradas, isto &,
07(0) #0, 67(L) # 0 e 6"(0) = B"(2) = 0.

Engastamento perfeito, nesse plano, significa empenamento nulo
e tensbes ndo nulas nas extremidades consideradas, isto &,
87 (0) = 8/(¢) =0 , 6"(0) # 0, 8Y(2) = 0.

Outra condigdo de contorno imposta é a do impedimento da
rotagdo por torgdo nas extremidades consideradas, isto &,
8(0) = &(L) = 0.

E possivel determinar o valor de K para as condicgdes acima
estabelecidas a partir da eq. 4.3.5 (Clark/Rayleigh) e com a
utilizagdo de apenas um termo da expansdo em série

trigonométrica do &ngulo de torgio.

Lembrando a eq. 4.3.5:

2
[%%] az
J
K2=Tl'2 0]
g 5 2
[df] az
az




5.4,1 Apoio simples

a =
a6 _
dz
a‘e _
dz?
L1 2
da _ 2
{ 37 ] dz = (8 _m)
o
L1 2 2
98 ) gz = (8 1%
dzz m
Y0

em sen (n 2)

em n cos (M Z)
6 m°
m

sen (m Z)

cos® (r 2) 4z

5.4.2 Engastamento perfeito

1l

em [1 - cos (27 Z)]
em 2w sen (21 Z)

o A® cos (2m 2)
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1 1
2 (8 2m)
ds . 2 2 - m
J [ asz ] dz = (8 2m) [ sen” (2w Z) 4z —
o] O
' d%e \? 2 1 2 (em 4H2)2
[ —_— ] dzZz = (8 4m") cos” (2nm Z) dZ = 5
az? "

o o]

A partir da eq. 4.3.5 tem-se:

5.4.3 Vigas em balanco

Para a determinag¢do dos valores de c, e Cp (itens 5.1.5 e
5.2.4) foi adotado K = 1,0 conforme indicagdo de CLARK (1962).
NETHERCOT (1973), indicou outra maneira de se determinar o
momento critico de uma viga, com se¢do simétrica, em balango.
Neste trabalho, o autor fornece diversos valores para K enm
fungdo das condigdes de vinculo e da posicdo do carregamento,
porém neste caso deve-se adotar ¢, =10e Cp = 0,0. A seguir
‘'serdo transcritos os valores de K para o caso da viga em
balango totalmente engastada em uma das extremidades e

totalmente livre na cutra.

For¢ga concentrada na extremidade livre:
carregamento no centro de torgdo : K = 0,75

carregamento na mesa superior : K = 1,40
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‘Carregamento uniformemente distribuido:

carregamento no centro de torgéo :

K
carregamento na mesa superior : K =1,00

NETHERCOT (1983) e CALAMBOS (1988), baseados no trabalho
citado, recomendam, a favor da segurancga, alguns valores de K

para uso expedito em projeto.
5.4,4 Conclusoes
-0 valor do coeficiente K estd relacionado com as restrigdes

4s rotagdes nos planos perpendiculares ao da flex&o

sub-critica.

-K = 1,0 no caso de vigas simplesmente apoiadas nesse plano e
K = 0,5 no casc das vigas com engastamento perfeito nesse
plano.

-No caso da vigas em balango, K = 1,0 para o critério de

cdlculo estabelecido neste trabalho. Outros valores de K
podem ser adotados, mas devem respeitar os critérios

estabelecidos pelos autores gue os fornecem.
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6 MOMENTO CRITICO DE VIGAS COM SEQKO QUALQUER
SUBMETIDAS A MOMENTO CONSTANTE (GOODI|ER/TIMOSHENKO)

‘Em GOODIER (1942), & deduzida a expressdo para o célculo do
momento critico & flambagem lateral de vigas com secdo
qualquer, submetidas a momento fletor constante, ou seja, uma
barra sujeita a momentos iguais em ambas as extremidades.

A dedugdo de Goodier parte de hipdteses similares &aquelas
citadas no item 4.1, exceto, evidentemente, no que se refere &
monossimetria da se¢do, porém percorre um caminho diferente
dagquele escolhido para esta Dissertacgdo.

TIMOSHENKO; GERE (1961) (capituloc 5 desse 1livro), também
apresentam esta dedu¢do, seguindo um caminho similar A&quele
escolhido por Goodier, porém de forma mais clara.

A sedquéncia desta deducdo, conforme Timoshenko, & apresentada

a seguir:
a)Determinagdoc das equagdes diferenciais gque governam o
fendmeno
ET '’’’ = q
y

GI, 6" — EC 8/’’’ =m
t W t

Onde q e m  sdo respectivamente a forga lateral ficticia e o

momento torsor por unidade de comprimento gue surgem apds a
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flambagem, dentro das hipéteses adotadas.

b)Determinagdo de g e m_ por analogia & dedugdo, feita por
Timoshenko, para o caso da flambagem por torgdo (curiosa
associacio entre flambagem por flexdo de chapas e flambagem
por torgido de barras com segdo cruciforme e axialmentes

comprimidas).
qg=—Moag"

mo= - Mu" — 2 Mk &"

c)Solucdo do sistema de equagdes diferenciais a partir da

substituicfo de u e 6 por fungdes trigonométricas
u=A sen (t 2/8)

g = A2 sen (m z/%)

Resolvido o sistema resulta:

Esta & a expressd8o (5-84) apresentada em TIMOSHENKO (1961).

0 mesmo resultado & encontrado a partir do desenvolvimento da

expressdo [14] de GOODIER (1942).

Rearranjando-se resulta:
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Comparando-se esta expressfo com a eq. 4.3.1 conclui-se que,
dentro das hipdéteses adotadas, o valor de Mcr de uma viga com
segdo monossimétrica, submetida a momento fletor constante,
coincide com o calculado para uma viga com secdo qualquer (com
C =C =K =1 e Cp = 0). Ndo hé& razdo para se generalizar
esta interessante conclusdo para © caso de outros tipos de
‘carregamento ou vinculagdo, casos estes para os quais ndo se
conhece solugdoc analitica.

No entanto a eq. 4.3.1 , com c, = Cp = 0, ou seja, a mesma
expressdo para o cadlculo do momento critico para segdes
duplamente simétricas em forma "I", na pratica, & utilizada
para o caso de se¢des monossimétricas em forma de "U" fletidas
na diregdo perpendicular ao eixo de simetria, e com carrega-
mento aplicade no centro de torgic (ou fora dele, mas com um
sistema de travamentos suficiente para tornar possivel despre-
zar-se o momento torsor aplicado), conforme JOHNSTON (1976),

SALMON; JOHNSON (1980), NETHERCOT (1983), GALAMBOS (1988),

‘ATS5I/86, NBR 8800/86.
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7 RECOMENDA(;@ES DE NORMAS

0 momento critico & flambagem lateral de vigas de ago enm
regime elastico-linear pode ser determinado a partir da
equacdo geral eq. 4.3.1 com o auxilio dos valores dos
coeficientes fornecidos no capitulo 6. Neste capitulo se fara
uma comparac¢ido entre o formulario simplificado constante na
norma brasileira e normas americanas que tratam deste assunto
e aguele apresentado no capitulo 4.

As normas escolhidas para esta comparagdo sdo as seguintes:

"Manual of Steel Construction: Load and Resistence Factor
Design" editado pelo American Institute of Steel Construction
em 1986 . Na realidade ndo & uma norma americana, apesar de
ser usada como tal, mas sim, uma recomendagdo do referido
Instituto, internacionalmente respeitado. Baseia-se no Método
dos FEstados Limites e & dirigida para estruturas de ago
formadas por perfis laminados (principalmente) ou perfis
soldados (vide ANEXO A-4). Serd denominada simplificadamente

AISC/LRFD/86.

"Cold Formed Steel Design Manual" editado pelo American Iron
and Steel Institute em 1986 . Da mesma forma que a anterior

ndo se trata realmente de uma norma, mas uma recomendagio do
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referido instituto. Baseia-se ainda no Método das Tensdes
Admissiveis, porém com um formuldrio Jj& adequado a uma
proxima edig8o baseada no Método dos Estados Limites, E
‘dirigida exclusivamente para estruturas de ago compostas por
perfis formados & frio (vide ANEX0O A-4). Serda denominada

simplificadamente de AISI/86.

"Projeto e Execugdo de Estruturas de Ag¢o de Edificios.
Procedimento" - elaborada pela ABNT - Associagdo Brasileira de
Normas Técnicas e registrada no INMETRO - Instituto Nacional
de Metrologia, Normalizagdo e Qualidade Industrial sob a
designagdo NBR 8800, editada em 1986 e com errata publicada em
1988. Baseia-se no Método dos Estados Limites e & dirigida
para estruturas de ago compostas de perfis soldados ou
laminados. Ser& denominada simplificadamente NBR 8800/86,

‘Nos itens seguintes serdo deduzidas as expressdes indicadas
nas normas NBR 8800/86, AISC/LRFD/86 e AISI/86, para o
determinagdo do momento critico (Mcr) a4 flambagem lateral, de
vigas de ag¢o, em regime eldstico-linear e serdo apresentadas

as restrigdes para o seu uso.
7.1 AISC/LRFD/86

A deducdo da expressioc recomendada pelo AISC/LRFD/86, para o

=

céalculo do momento critico & flambagem lateral, pode ser
conseguida a partir da eq. 4.3.1, admitindo-se q; = é; = 0 e

K= 1,0 resultando:



A
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i1z

Que & a expressio recomendada pelo AISC/LRFD/86, com:

C,= 1,75 - 1,05 r + 0,3 r® = 2,30

sendo:

=| =

8]

onde M < M, sdo os momentos aplicados nas extremidades do

trecho de viga considerado.

Assim sendo, as recomenda¢des do AISC/LRFD/86 apresentam as
seguintes restricdes:

-A viga deve possuir segdo duplamente simétrica.

-As vinculacdes s3o consideradas apoios simples, desprezando-
-se a contribuicdo de eventuais engastamentos.

-A norma se omite quanto & influéncia da posigdo do carrega-
mento, na determinagio do valor de Mcr, ou seja, sobre o

efeito desfavoravel da presenga de esforgos aplicados acima
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do centro de torgdo e sobre o efeito favoravel da aplicacédo
de esforgos abaixo do centro de torgio.

-0 diagrama de momentos fletores deve ter variagdo linear
entre os pontos travados lateralmente, isto &, admite-se que
ndo haja carregamento transversal ao longe de trecho de viga
considerado, apesar de ser permitida a utilizagio do mesmo
formulario quando, na presenga de carregamento transversal, o
diagrama se apresentar aproximadamente linear. Esta aproxima-
¢do & valida para o caso do carregamento ser distribuido,
porém ndo ha comprovagdo tedrica no caso de presenca de
cargas concentradas aplicadas acima do centro de torcgio.

~No caso do diagrama de momentos ndo ser aproximadamente line-
ar, deve ser utilizado ¢, =1,0, ou seja admite-se que a vi-
ga esteja submetida a momento constante e igual ac maximo mo-
momento fletor atuante no trecho considerado, desprezando-se

o efeito favordvel da presen¢a do carregamento transversal.
7.2 AISI/S6

‘A dedugdo da expressio recomendada pelo AISI/86, para o

calculo do momento critico & flambagem lateral, pode ser
[

conseguida a partir da eq. 4.3.1 admitindo-se Qﬁ = 0 e

q{= 1,0 , resultando:

m EI C GI 2y
_ y _ 2 W v {K&)
M =¢ —Y% k+/k+~f—[1+Ec «

(xe)? y w
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Rearranjando-se resulta:

_ - V// 2 2
M-—CbAo‘y[ k + kK* + r (o, / 0) }

cr

Que & a expressio recomendada pelo AISI/86, onde:

2
2 m~ EC
o = T B _ Utzl H:I
Y (K& / ) Ar

o

: (Ke)

As expressdes de o, e o, agui apresentadas estdo simplificadas

em relagdo &s indicadas no AISI/86. Admite-se aqui que K&t =

= K¢ = K¢ , sendo: K¢ e XK {¢{ , respectivamente, os
vy Lt yy

comprimentos de flambagem relativos & torgdo e a flexdo no

plano perpendicular ac eixo y

Analisando-gse o formuldrio acima nota-se que este termo pode

ser cancelado.

Esta expressio para o calculo de Cb apresenta resultados

ligeiramente menores do que agqueles calculados pela expressao



recomendada pelo AISC/LRFD/86, para -0,5 = r = 1,0 ,
‘fornecendo valores contra a seguranga fora desse intervalo,
Sugere-se que também neste caso deve ser imposto o limite
Cb = 2,3. TRAHAIR (1977) sugere c,6 = 2,5.

A norma recomenda o uso da mesma expressio citada, com k = 0,
para o caso de vigas com segdo monossimétrica em forma de "U",
fletidas no plano perpendicular ao eixo de simetria. NZo ha
comprovagdo tedrica para esta aproximag¢do (vide cap. 6).

Assim sendo as recomendagbes do AISI/86 s&o menos restritivas
do que as do AISC/LRFD/86, mantendo-se porém as observagdes

referentes ao ponto de aplicacdo dos esforgos e a presenca de

carregamento tranversal.

7.3 NBR 8800/86

A dedugdo da expressdoc recomendada pela NBR 8800/86, para o

a

cdlculo do momento critico & flambagem lateral de uma viga com

segdo monossimétrica em forma de "I" , pode ser conseguida a

oy

partir da eq. 4.3.1, admitindo-se: Qé

=0, ¢ =1,0 e X=1,0,

resultando:

n° EI v// . ¢ eI, |2 '
Mo =G ——= |~k + k*'fy"[l““ﬁ"?]

Rearranjando-se resulta:
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que & uma das expressdes apresentadas na NBR 8800/86.

Outras expressSes sdo apresentadas para outras segdes tais
como: secgdo retangular, "T", "I" duplamente simétrico, "U"
monossimétrico (vale a mesma observag8o feita em relagdo a
recomendacdo do AISI), etc. mas sempre dentro das mesmas
hipbéteses, assim sendo, as vrestrigdes para o uso das
expressdes recomendadas pela NBR 8800/86 sdao as mesmas
indicadas no item referente ao AISC/86, exceto gquanto &

simetria da segdo.

7.4 MOMENTO FLETOR LIMITE PARA FLAMBAGEM ELASTICA

Esta Dissertacdo trata de flambagem lateral de vigas em regime

elastico, ou seja ndo & permitida a plastificagio parcial da

secdo, Algebricamente pode-se indicar gque o limite entre

regime elidstico e ineldstico se da para Mr = (fy ~ fr) w o,
onde:

M - momento fletor limite para flambagem eléastica

W - mdédulo eldstico de resisténcia

f = tensédo residual = 115 MPa (vide ANEXO A)

.fy - limite de escoamento do material

(fy - fr) - corresponde ao limite de proporcionalidade do

mnaterial
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Nota : outro limite importante & o Mm = fy Z onde:

Mpl - maximo momento que pode ser aplicado & seg¢do considerada

5,

Z - médulo plastico de resisténcia Mpg & 1701, v/

Nota : Para efeito de dimensionamento os valores de M e Mpl
devem ser afetados por coeficientes de minoragd&c conforme
indicag8o das normas (no casc da NBR 8800/86 os momentos devem

ser multiplicados por 0,9).
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8 EXEMPLO DE APL!CAQ;&O

Serd feito um exemplo, onde se comparard o valor do Mcr

.calculado conforme a eg. 4.3.1 e conforme as recomendagdes da

NBR 8800/86 similar ao AISC/LRFD/86, no caso de segbes
duplamente simétricas).

Para tal serd utilizada uma viga biapoiada, sob carregamento
uniformemente distribuido, com segdo em forma de "IV
duplamente simétrico do tipo IS 430 x 175 x 50,2 conforme
COSIPA (s.d.) e SILVA (1987) e (1988). Serdo considerados
também, dois tipos de ag¢gos estruturais: COS-AR-COR-500
(fy = 375 MPa) e ASTM A-36 ou NBR 6648 CG-26 (seri por

simplicidade adotado fy= 250 MPa) (vide ANEXO A-3).

Caracteristicas geométricas (vide fig. 8.1):

d = 43 cm It = 24,47 cm
b, = 17,5 cn I, = 1117 en’
t, = 1,25 cnm C = 486 750,2 cm®
tw = 0,50 cnm a = d/2 = 21,5 cm
Caracteristicas do material:
E = 205 000 MPa = 20 500 kN/cm” G=E/ 2,6
£ = 250 MPa = 25 kN/cm® ou 375 MPa = 37,5 kN/em’

y

Coeficientes para a eq. 4.3.1:

apoios simples - K = 1,0
carregamento uniformemente distribuido - Cb =1,13 e Cp = 0,45
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segdo duplamente simétrica - c, =0
Momentos fletores limites calculados (sem minoragd&c conforme

norma) :

M ,= 418 KN m (f = 375 MPa) e 278 kN m (£ = 250 MPa)
M =264 kN m (f =375 MPa) e 137 kN m (£ = 250 MPa)
M
cr

conforme tabela abaixo:

comprimento sem NBR 8800/86 eqd. 3.1
“travamento a=4da/2 a=29 a=-4/2
m 338 566 382 257
m 171 274 193 137
m 111 169 125 92
16 m 81 120 92 70

Estes valores podem ser plotados em um diagrama Mw‘ X ¢

conforme fig, 8.1.

Apesar de ser um Unico exemplo, cujo resultadeo ainda poderia
ser alterado, dependendo da intensidade do carregamento,
devido a limitagdo por deformagdo ou a inclusdo de contencgéo
lateral, pode-se extrair algumas observagdes de cunho
gquantitativo.

a) Existe uma diferenga considerdvel entre os resultados
calculados a partir do formulario simplificado da norma
brasileira e os calculados com a eguagfio geral. Esta
diferenga se acentua, como era de se esperar, 4 medida que a
Peca se aproxima da regido ineldstica (por exemplo: £ = 8 m

para fy = 250 MPa e { = 6 m para fy = 375 MPa).
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Baseando-se nos trabalhos mencionados no capitulo 5, nos dquais
os diversos autores calculam a carga critica em fungado do
ponto de aplicagdo do carregamento e do coeficiente
U = (GIt/ECw) 22, pode-se ampliar esta concluséo, isto &, a
diferenca se acentua nio somente para "¢ pequeno, mas para
"u" pequeno. Convém lembrar gue conforme NETHERCOT (1972),
para perfis laminados e formados a frio comerciails o limite

entre regifo eldstica e inelastica se da para u = 4.

Assim sendo, recomenda-se gque, gquando o valor do wmomento

critico, calculado com C = 0, estiver préximo do valor de
p

M, ou gquando i for pequeno, Mcr seja recalculado levando em

conta influéncia da posigdo do carregamento .

b)Analisando-se a eq. 4.3.1 que fornece os VvValores de M

T
poder-se-ia ter a falsa idéia da independéncia de M em
relacio ao tipo de ago utilizado, mas deve-se lembrar que tal
expressdo somente é valida no regime elastico, ou seja, é
possivel para uma mesma situagio estrutural, tal como aquela

utilizada no exemplc, para ¢ = 6 m, encontrar-se agos com

maior resisténcia que, ainda no regime eldstico, permitam

atingir maiores valores de M se comparados com Os valores de
cr

M calculados, mas no regime ineldstico, para as vigas
fabricadas com agos convencionais.

Assim sendo recomenda-se gue, se nhecessario, seja feito, um
estudo de viabilidade, analisando a possibilidade do uso de

acos de alta resisténcia.
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9 CONCLUSOES

As normas de procedimento para execugdo de projetos tém por
objetivo padronizar e simplificar o trabalho do engenheiro na
elaboracdo do projeto.

Para atingir tal objetivo, a normalizagdo & feita sobre os
casos particulares mais frequentes, generalizando-os, causando

limitacdes, nem sempre claramente expressas, no uso do

formuldrio contido nas normas, cabendo ao engenheiro investi-

gar quais s&o elas a fim de ndo incorrer em falhas no projeto.
0 intuito do autor, ao elaborar esta Dissertagdo, fol o de
localizar tais limitagdes, dentro do tema escolhido, esclare-

cé-las e apresentar alternativas para o dimensionamento.

As normas adotadas como referéncia para esta Dissertagdo, ou
seja, NBR 8800/86, AISC/LRFD/86 e AISI/86, apresentam expres-
sdes para o calculo do momento critico & flambagem lateral, em
regime eldstico, para vigas de ago, com diversas limitagdes de

uso, nem sempre devidamente esclarecidas, resumidas a seguir:

-A viga deve ter sec¢do duplamente simétrica (AISC) ou
monossimétrica (NBR 8800 e AISI), séndo gue neste dltimo caso

ndo se deve estender o uso do formuldrio as vigas em balango.

’ ; =
CC-"- T PR SN i - R o R R e LT e € L J,_“_.

: . . . .
'p‘—w(- v . PR [ - R R o . P 4 5
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~As vinculacgdes s8c consideradas apoios simples, despre-
zando-se a contribuig¢do de eventuais engastamentos (NBR 8800
e AISC).

-As normas omitem-se guanto & influéncia da posigdo do car-
regamento, na determinagdoc do valor de Mcr, ou seja, scbre o
efeito desfavordvel da presenga de esforgos aplicados acima
do centro de torgdo e sobre o efeito favordvel da aplicacédo

de esforgos abaixo do centro de torgédo.

-0 diagréma de momentos fletores é considerado como tendo
variagdc linear entre os pontos travados lateralmente, isto
&, admite~se que nfo haja carregamentc transversal ao longo
de trecho de viga considerado, apesar de ser permitida a uti-
lizagdo do mesmo formulario quando, na presenga de carrega-
mento transversal, o diagrama se apresentar aproximadamente
linear. Esta aproximacgdo & valida para o caso do carregamento
ser distribuido, porém ndo ha comprovacdo tedrica no caso da
presenca de cargas concentradas aplicadas acima do centro de

torgéao.

-No caso do diagrama de momentos nio ser aproximadamente
linear, deve ser utilizado ¢, = 1,0, ou seja, admite-se gue
a viga esteja submetida a momentc constante e igual ao méximo
momento fletor atuante no trecho considerado, desprezan-
do-se o efeito favordvel da presenga do carregamento

transversal.
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-As normas estendem o uso do formulario adequado a vigas com
secdo duplamente simétrica em forma de "I" , para o caso de
vigas com seg¢do monossimétrica em forma de "U" fletidas no

plano perpendicular ao eixo de simetria, simplificagdo esta

gue, apesar de corroborada por diversas bibliografias, néo

apresenta comprovagdo tedrica.

-As extremidades do trecho de viga em estudo devem ter sempre
impedimento ac deslocamento lateral e & rotagdo por torgdo,
exceto no caso da extremidade 1livre de vigas em balango,
submetidas a carga concentrada nessa extremidade ou carrega-

mento uniformemente distribuido.

As limitagdes acima descritas foram analisadas com o auxilio

dos trabalhos de diversos autores, e resumidamente pode~se

‘concluir que, em algumas situacgdes estruturais, os valores do

momento critico calculados de forma adeguada, diferem subs-

tancialmente dos recomendados pelas normas citadas.

0 valor do momento critico normalizado pode ser muito inferior
ao valor exato, portanto situa¢do de inseguranga, nos seguin-

tes casos:

-vigas com baixos valores de U = (GIt/EC")E2 e com carrega-

mento aplicado acima do centro de torgéo.

-vigas em balango com carga concentrada aplicada acima do



124

centro de torgio.

O wvalor do momento critico normalizado pode ser muito supe-
rior ao valor exato, portanto situagio anti-econémica, nos

seguintes casos:

-vigas com baixos valores de i e com carregamento aplicado

abaixo do centro de torcio.

-vigas em balange com carregamento aplicado no centro de

torgdo ou abaixo deste.

-vigas cujos apoios sdo engastados.

-outras vigas cujo diagrama de momentos fletores ndoc seja

linear (uma Gnica reta) entre os pontos travados lateralmente.

‘Nesta Dissertagdo é deduzida a equacgio geral para o célculo do
valor do momento critico & flambagem lateral de vigas de ago
com se¢doc monossimétrica, da gual resulta o formulério
normalizado, e sdo determinados valores adequados, dentro das
hipéteses indicadas, ao c&lculo do momento critico para as

situagdes acima mencionadas e para aguelas normalizadas.
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No ANEXO C, & apresentada uma tabela resumo, simplificada,
contendo as conclusdes numéricas deste trabalho, que, duando
comparada com outras tabelas similares apresentadas em diver-
sas publicagdes, apresenta algumas alteragdes, citadas a

seguir.

~inclusdo dos coeficientes para determinag8o do momento cri-

tico de vigas submetidas a guas cargas concentradas.

~-inclusdo dos coeficientes para a determinag¢do do momento cri-
tico de vigas com travamento lateral, central e rigido,

submetidas a carregamento uniformemente distribuido.

-alteragdo do coeficiente associado ao diagrama de momentos
fletores (Cb) , adequando-o aos casos mais frequentes, ou
seja, [ < 40, para o caso das vigas em balango, permitindo

assim um aumento da carga critica.

-inclusdo do coeficiente associado a posigdo do carregamento
(C), para o caso das vigas em balango, submetidas a
p -

carregamento uniformemente distribuido.

-alteracdo do coeficiente C , para o caso das vigas em balan-
P
¢o submetidas a carga concentrada, causando redugdo da carga

critica.
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ANEXO A - O ACO PARA ESTRUTURAS METALICAS

A indastria sidertrgica, a partir do minério de ferro, carvéo
e outras matérias-primas e insumos, produz o ago, due
tornou-se um dos materiais essenciais da economia moderna.
Pode-se dizer que o desenvolvimento de um pais mede-se pelo
consumo "per-capita" de acgo.

'0s produtos siderirgicos sob forma de chapas, perfis, barras,
tubos, etc. s&o largamente aplicados na indlstria automobilis-
tica, eletro-eletrénica, naval, mecdnica e nos paises mais
desenvelvidos na construcgido civil.

A construgdo civil brasileira, que no passado adotou o aco em
algumas obras importantes, posteriormente passou a utiliza-lo
apenas em instalagdes industriais e torres de transmissédo.
Atualmente estd havendo uma mudanga na conservadora &area da
construgao c¢ivil nacional com o surgimento, embora ainda
incipiente, do uso de estruturas metdlicas em edificios de
miltiplos andares, edificios sociais, pontes, viadutos,
-estagdes ferroviarias e rodoviarias.

O mercado do ago, dirigido & construcdo civil, pode ser
simplificadamente apresentado da seguinte maneira: o ago &
fabricado pelas sidertdrgicas e & vendido, principalmente sob
forma de chapas (material produzido, exclusivamente, pelas

trés maiores siderGrgicas nacionais: Companhia Sidertrgica
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Paulista ~ COSIPA, Usina Siderdrgica de Minas Gerais -

‘USIMINAS, Companhia Siderdrgica Nacional - CSN), as fébricas

de estruturas metdlicas, industrias, onde a partir de
operacdes, tais como: corte, soldagem, dobramento, furagao,
etc., tornam o produto siderGrgico aplicével na construgao
metdlica sob forma de perfis (vigas e pilares) conectéaveis.

outro produto sidertrgico de importéncia para a construgdo
civil seria o perfil laminado, porém, apenas algumas
sidertirgicas de pequeno e médio porte podem fornecer tails
perfis e com pequenas dimensdes. A CSN, capaz de fabricar
perfis com maiores dimensdes, tem sua produgdo irregular,

limitada e com tendéncia & paralizagdo. A sidertrgica Ago

‘Minas Gerais - ACOMINAS foli projetada para suprir o mercado

com perfis adequados ao uso na construgdo civil, porém, sua
linha de laminagio ainda ndo entrou em operagdo.

Assim sendo, na falta de perfis metdlicos em quantidade
suficiente, os fabricantes de estruturas meté&licas, criam seus
préprios perfis a partir da soldagem das chapas (perfis
soldados) ou do seu dobramento (perfis formados a frio).

A seguir serd resumido o fluxo do processo de fabricacdo do
material ago e indicados os tipos de agos e perfis adequados
ac uso ha construgdo civil. Este Anexo esta baseado enm

CARDOSO, MESSAROS e SILVA (1988a), (1988b), (1988c), (1988d) e

‘SILVA (1989%a) e (1989Db).
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A.,1 PROCESSO SIDERURGICO

.O ago pode ser definido, de maneira sucinta, como-uma liga
metdlica composta principalmente de ferro, contendo pegquenas
gquantidades de <carbono, o© que 1lhe confere propriedades
especificas, sobretudo de resisténcia e dutilidade, bastante
exploraveis na Engenharia Civil.

A obtengdo do ago, na forma de chapas, perfis e bobinas
{chapas finas enroladas em torno de um eixo), a partir do
minério de ferro e carvio, decorre de uma série de operagdes
de transformacdo metalirgica e de conformagdo mecé&nica.

Em linhas gerais, a fabricagdo do ago compreende o
aproveitamento do ferro, contido no ninério de ferro, pela
‘eliminacio progressiva das impurezas deste dltimo. Na forma
liquida, Jj& isente das impurezas do minérioc, o ago recebe
adigdes que lhe confere as caracteristicas desejadas, sendo

entdo solidificado e trabalhado para a forma requerida.

Pode~se resumir o processo de fabricagdo do ago em quatro
grandes etapas (ver fig. A.1l):

-preparc das matérias-primas (Cogueria e Sinterizacdo)
~producgdo de gusa (Alto-forno)

-producdo de ago (Aciaria e Lingotamento)

-conformagdo mecénica (Laminacgido)

As principais matérias-primas envolvidas na fabricagdo do ago,



— e e ;

j—

S N N i N N

129

nas grandes siderirgicas, s&o o minério de ferro (principal-
mente a hematita) e o carvdo mineral, que ndo sé&o encontradas
puros, sendo acompanhados de elementos indesejaveis ao pro-
cesso. O preparo prévio das matérias-primas tem por objetivo

aumentar a eficiéncia dos alto-fornos e aciarias, bem como

reduzir o consumo de energia.

0 carvio utilizado nos alto-fornos deve fornecer energia
térmica e quimica necessdria ao desenvolvimento do processo de
reducdo (produgdo de gusa) e ainda assegurar uma permeabi-
lidade adequada & carga do alto-forno. A eliminagdo das
impurezas & realizada em uma bateria de fornos denominada
COQUERIA, e o produto resultante, o coque, composto basicamen-
te de carbono, deve possuir elevada resisténcia mecénica, alto
ponto de fusio e boa porosidade.

A preparacdo do minério de ferro para a redugdo & o mais

importante aperfeigoamento do alto-forno moderno, pois deve

‘haver um cuidado especial com a granulometria da carga a ser

nele colocada, uma vez que a velocidade com que o ar pode
entrar para executar a combustdo & proporcional & permeabi-~
lidade do meio. RAos finos de minério sdo adicionados fundentes
e coque, o conjunto & depositado em uma grelha movel, que
passa por um forno a fim de fundir a mistura, segue-se um
processo de resfriamento e britagem a fim de que o material
atinja a granulometria adeguada. Tal processo de aglomeragdo &
denominado SINTERIZACAO e o produto final & o sinter dque
possui uma dimensdo superior a 5 mm. Em decorréncia de suas

caracteristicas combustiveis e de permeabilidade tornou-se
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mais importante ao processo do gue o préprio minério de ferro.
Nos ALTO-FORNOS se obtém, a partir do minério de ferro, o GUSA
liguido. Esta operagdo & chamada de reducdo. O principio geral
de um alto-forno & a retirada do oxigénio do minério, gue
assim & reduzido a ferro. Esta redugdo & resultante da
combinacdoc do carbono presente no coque com © oxigénio do
minério, simultaneamente, a combustfo do carvdo com o oxigénio
‘do ar fornece <calor para fundir o metal reduzido. O
alto-forno, enorme cuba com 50m a 100m de altura & alimentado
pela boca superior e sua carga & formada principalmente por
sinter, coque e minério de ferro. O ar necessirioc para a
queima do cogue & injetado sob pressdo, previamente aquecido,
através de tubos (ventaneiras) localizados na regifio inferior
de forno. Os gases resultantes da combustdo atravessam, no
sentido ascendente, as camadas de mindrio e coque, gque devem
possuir permeabilidade adequada, até& seu topo. O gusa ligquido
"vazado" do alto-forno & transportado em vagdes refratarios,
denominados carros-torpedo, para a aciaria onde sera
tranformado em ago.

O gusa ainda possui varios elementos indesejdveis ao processo
e a composigdo quimica adequada do ago. HA necessidade, ainda,
da redugdo dos teores destes elementos, o que & feito através
da operagdo de refino, na unidade industrial denominada
ACTARIA.

As grandes usinas siderlirgicas brasileiras se utilizam do

processo Linz-Donawitz (LD), que usa a adigdo de oxigénio

gasoso (soprado através de uma langa nas enormes panelas de
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até 200t para onde foi transferido o gusa) para conseguir a
oxidacdo dos elementos indesejévels e presentes no gusa, due
s8o eliminados ou sob forma gasosa ou de escdria que, devido a
diferenca de densidade, & facilmente removida do material
fundido. E durante este processo_de refino, com o adequagdo da
composicdo quimica do material (retirada de elementos
indesejaveis e inclusdo de eventuais elementos de liga), que
se obtém o AQO com as ¢ualidades gquimicas e mec&nicas

desejadas e com caracteristicas apropriadas & conformagéo

mecdnica posterior.

0 ago liquido deve ser solidificado em formatos gque permitam o
tratamento mec&nico a fim de se obter o produto laminado
final. Tais formatos podem ser o de lingotes (obtidos pelo
Myazamento" do ago liguido em formas de ferro fundido, em
forma de tronce de prisma, na operagdo conhecida como
LINGOTAMENTO CONVENCIONAL) ou de placas (o ago & "vazado" em
uma maquina, em forma de escorregador, na operagéo conhecida
como LINGOTAMENTO CONTINUO).

A fase seguinte do processo & o da LAMINACAO, que consiste na

reducdo da &rea da se¢do, com consequente alongamento do

produto recebido do lingotamento (lingote ou placa), a fim de

conformi~lo na forma desejada (chapas grossas ou finas,
perfis, etc.). A laminagdoc de uma placa (se a origem for
lingote, este sofre uma lamina¢do primdria para transforma-lo
em placa) consiste em pré-agquecimento e posterior deformagéo,
através da passagem entre diversos cilindros, pertencentes aos

chamados laminadores que, mediante pressdo, vreduzem a
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.espessura da placa até aquela desejada para a comercializacio.
Denomina-se chapa a placa que sofreu redugdo de espessura por
laminagdo. Dependendo da espessura das chapas estas podem ser
fornecidas sob forma de bobinas, mas este acondicionamento
pode ndo ser adequado ao uso em perfis soldados, pois as

chapas tém a tendéncia de retornar & sua posicdo deformada na

bobina, por ocasiio da soldagem dos perfis.
A.2 TENSOES RESIDUAIS

As diferentes velocidades de resfriamento, apés a laminacdo,
_conforme © grau de exposigdo, da chapa ou perfil Ilaminado,
levam ao aparecimento de tensdes que permanecem nos laminados,
recebendo o nome de tensdes residuais (fr). Em chapas, por
exemplo, as extremidades resfriam-se mais rapidamente que a
regido central, contraindo-se; quando a regifio central da
chapa resfria-se, as extremidades, ja solidificadas, impedenm
esta regido de contrair-se livremente. Assim, as tensdes
residuais s&o de tra¢do na regifo central e de compressdo nas
bordas.

Estas tensfes s8o sempre normais & secdo transversal das
chapas e, evidentemente, tem resultante nula na secdo,

As operagdes executadas, posteriormente, nas fabricas de
‘estruturas metalicas envolvendo aquecimento e resfriamento
(soldagem, corte com magarico, etc.) também provocam o
surgimento de tensdes residuais, como é o caso dos perfis sol-

dados onde, nas regides adjacentes aos corddes de solda, per-
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manegam tensdes longitudinais de trag¢do apdés o resfriamento.

A presencga de tensdes residuais faz com que a segdo comece a

plastificar-se progressivamente, antes que a pega atinja a

sua carga de plastificacdo.
Por simplicidade, a norma NBR 8800/86, baseada no AISC/LRFD/86
indica um valor tnico a ser adotado para a tens&do residual,

fr = 115 MPa.
A,3 TIPOS DE ACOS
£ na aciaria que fica definido o tipo de ago, a partir da

adequagdo de sua composigdo quimica e podem ser classificados

ems:

-~agos-carbono: sdo aqueles gue ndo contém elementos de liga,

podendo ainda serem divididos em baixo, médio e alto carbono,
sendo os de baixo carbono (C = 0,30%) os mais adequados a
construcdo civil.

-agos de alta resisténcia e baixa liga sem tratamento térmico:
s80 aqueles com fy = 300 MPa e que recebem elementos de liga,
com teor inferior a 2%, suficientes para adquirirem maior
resisténcia mecadnica ou resisténcia & corroséo. S&0 adequados
4 utilizacgdo na construgdo civil, fazendo-se necessédria uma
andlise econdmica comparativa com os agos-carbono, pois
estes de menor resisténcia possuem também custo unitéario
menor.

-agos de alta resisténcia e baixa liga tratados termicamente:

sdo aqueles que além de possuirem em sua constituigio
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os elementos de 1liga com teor inferior a 2%, recebem
um tratamento térmico especial, posterior & laminacgdo,
necessirio para adquirirem altas resisténcias mecénicas
(fy =z 700 MPa) e sua aplicagdo estd restrita a tanques,
vasos de pressdo, dutos forgados, ou onde os elevados
esforgos justificarem economicamente sua utilizacgdo.

Os véarios tipos de agos estruturais s3o especificados em

normas brasileiras e internacionais ou normas elaboradas pelas

proprias siderdrgicas.

As normas de dimensionamento (NBR 8800/86, AISC/LRFD/86,

AISI/86), fornecen diversos tipos de agos que podem ser

especificados nos projetos estruturais. Serdo destacados os

principais deles:

ACOS5~-CARBONO:

ASTM A-36, o ago mais utilizado na fabricagdo de perfis

soldados ou laminados, especificado pela American Society for

Testings and Materials;

NBR 6648/CG-26 o ago, especificado pela ABNT, utilizado na

fabricagdo de perfis soldados e que mais se assemelha ao

anterior;

NBR 7007/MR-250, ago para a fabricagdo de perfis laminados,

que mais se assemelha ac ASTM A-36;

ASTM A-570, o ago mais utilizado na fabricagdo de perfis

formados a frio;

NBR 6650/CF-~26 o ago especificado pela ABNT, utilizado na
fabricac¢do de perfis formados a frio, gue mais se assemelha ao

anterior.



. P

— . h _ - - B
L

B —t v e

A

— vee® e

—

135

A seguir sdo fornecidos os valores dos limites de escoamento

(fy) e resisténcia (fu) destes agos.

Tipo do ago fy £
(MPa) (MPa)
ASTM A-36 250 400
ASTM A-570 /%500 250 365
NBR 6648/CG~26 255+ 410+
' 24548 410%¢
NBR 6650/CF26 260 410
NBR 7007 /MR-250 250 400

* valido para espessuras t = 16 mm

*% vAlido para espessuras 16 < L = 40 mm

ACOS DE ALTA RESISTENCIA E BAIXA LIGA SEM TRATAMENTO TERMICO:
COS~-AR-COR 500, o mais utilizado, em S&o Paulo, especificado
por norma da COSIPA;

SAC-50, especificado pela USIMINAS;

‘NIOCOR, especificado pela CSN.

Todos eles com alta resisténcia mecénica?e ndo incluidos na
NBR 8800/86. A seguir sio fornecidos os valores dos limites de

escoamento e resisténcia destes agos.

Tipo de ago fy fu
(MPa) (MPa)
COS~-AR~-COR 500 375 490
SAC 50 333 a 373 490
NIOCOR 345 485

£ 3

i P n . . e . I .
¥ < o l{f‘ LRI I RN o Few U i LR S U SRR AN
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Devem ser citados também os ag¢os que apesar de terem alta
resisténcia & corrosdc, possuem média resisténcia mecénica
(possuem menor custo unitério que os anteriores):

COS-AR~COR 400, especificado pela COSIPA e SAC 41,
especificado pela USIMINAS. A seguir sdo fornecidos os valores

dos limites de escoamento e resisténcia destes acgos.

Tipo de ago fy fu
(MPa) {MPa)

COS-AR-CCR 400 250 380

SAC 41 245 402

A.4 TIPOS DE PERFIS

Entre os varios componehtes de uma estrutura met&lica tais
como: chapas de ligagdo, parafusos, chumbadores, conectores e
perfis, s8o estes Ultimos, evidentemente, os mais importantes
para o projeto, fabricacioc e montagem.

Os perfis de utilizagio mais corrente sdo aqueles cuja secgéo
assemelha-se 4s formas das letras I, H, U e Z, recebendo
denominagdo andloga a essas letras e & letra L, sendo no caso
-denominados cantoneiras,

Os perfis podem ser obtidos diretamente por laminacdo ou a
partir de operag3o de conformacio a frio ou de soldagem de
chapas denominados respectivamente perfis laminados, formados

a frio e soldados.
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A,.4,1 Perfis Soldados

Os perfis soldados sdo largamente empregados na construgdo de
estruturas de ago, em face da grande versatilidade de combi-
nagdes possiveis de espessuras com alturas e larguras, levando
4 reducdo do peso da estrutura, comparativamente com os perfis
laminados disponiveis no mercado atualmente.

Eles s&o produzidos pelos fabricantes de estruturas metdlicas
a partir do corte e soldagem das chapas fabricadas pelas
usinas siderGrgicas. 0 material de solda, seja a soldagem

executada por eletrodo revestido, arco submersc ou dualguer

outro tipo, deve ser especificado compatibilizando-o com o

tipo de ago a ser soldado, isto & deve ter caracteristicas
similares de resisténcia mecénica, & corrosdo, etc.

A norma NBR 5884 -~ Perfis Estruturais Soldados de Ag¢o -
Padronizagdo, apresenta as caracteristicas geométricas de uma
série de perfis I e H soldados. Outras séries de perfis podem
ser encontradas & disposic@o dos projetistas, reduzindo, por
consequéncia, devido a maiores alternativas de escolha, © peso

da estrutura. Cita-se a série apresentada em COSIPA (s.d.).

A.4,.2 Perfis formados a frio

Os perfis formados a frio, também conhecidos como perfis de
chapas dobradas, vém sendo utilizados de forma crescente na
execucdo de estruturas metdlicas leves, pois podem ser

projetados para cada aplicacdo especifica, enquanto que os
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perfis laminados estdo limitados a dimensdes pré-determinadas.
Dois sdo os processos de fabricagido dos perfis formados a
frio: continuo e descontinuo.

0 processo continuo, adequado & fabricagdo em série & reali-
zado a partir do deslocamento longitudinal de uma chapa de
aco, sobre os roletes de uma linha de perfilagdo . Os roletes
v8o conferindo pouco a pouco & chapa a forma definitiva do
perfil. Quando o perfil deixa a linha de perfilagido. ele &
cortado no comprimento indicado no projeto.

O processo continuo & utilizado por fabricantes especializados
em perfis formados a frio.

O processo descontinuo, adequado a pequenas gquantidades de
perfis, & realizado mediante o empregoc de uma prensa dobra-
'deira. A "faca" da dobradeira é prensada contra a chapa de
ago, obrigando-a a formar um dobra. VArias operag¢bes similares
4 esta, sobre a mesma chapa, fornecem & segdo do perfii a
geometria exigida no projeto. O comprimento do perfil, ‘no
entanto, esta limitado & largura da prensa. este processo &
geralmente utilizado  pelos fabricantes de estruturas
metéalicas,

0 dobramento de uma chapa, por qualquer dos dois processos
citados, provoca, devido ao fendmeno conhecido como envelheci-
mento (carregamento até a zona plastica, descarregamento e
posterior, porém ndo imediato, carregamento), um aumento nos
limites de escoamento (fy) e resisténcia (fu), com consegquente

redugdo de dutilidade. A redugdo de dutilidade significa menor

capacidade do material deformar-se, por esta razdo a chapa
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deve ser conformada com raio de dobramento adeguado ao
material e & sua espessura, a fim de evitar o aparecimento de
fissuras. Quanto ao aumento de resisténcia, h& normas como ©

AISI/86, gque permitem utilizd-lo no dimensionamento (ver

‘tamb&m SILVA (1989a) e (1989b)).

Atencdo especial deve ser dada ao cdlculo das caracteristicas
geométricas dos perfis formados a frio. A existéncia da
curvatura, no lugar do "angulo reto" dos perfis laminados, faz
com gque os valores da &rea, momento de inércia e mdédulo
resistente possam ser (dependendo das dimensdes da secdo)
sensivelmente reduzidos. A chapa, quando dobrada, sofre uma
pequena estricgio na regido da curvatura; no entanto, para
efeito de dimensionamento, tal variagdio nas dimensdes da segao
pode ser desconsiderada.

A norma NBR 6355 - Perfis Estruturais de Ag¢o, Formados a Frio

'- Padronizagio, estabelece as caracteristicas geométricas dos

perfis estruturais formados com chapas de espessura entre
1,50 mm e 4,75 mm,
Em COSIPA (s.d.) & encontrada a ampliagdo desta série para

chapas até 9,50 mm.

A.4.3 Perfis laminados

Perfis laminados s&o agueles fabricados & gquente nas usinas
siderirgicas e seriam os mais adequados a serem utilizados em
edificacdes de estruturas metdlicas, pois dispensariam a

‘fabrica¢do "artesanal' dos perfis soldados.
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No Brasil, porém, estes perfis s8o de pequenas dimensdes
(fabricados por usinas siderirgicas de pequeno e médio porte)
e com caracteristicas geométricas dque trazem algumas
dificuldades & construgdo civil., S3o os perfis de abas
inclinadas, perfis cujas faces internas das mesas ndo séo
paralelas &s faces externas, dificultando detalhamento e
.conexdes.

Os perfis laminados médios e ©pesados , sdo fabricados
exclusivamente pela CSN, mas com produgédo Ilrregular, limitada
e com tendéncia a paralizagfo. Estes tGltimos, também s8o de
abas inclinadas e com espessura de alma acima dos valores
normalmente adequados para o projeto econdmico de vigas, por
exemplo.

Aguarda-se para breve o inicio da linha de laminagdo de perfis
da ACOMINAS, gque produzird perfis estruturais de abas
paralelas e com dimensfes mais adequadas ao uso na construgdo

civil,
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ANEXO B - FORMULARIO SIMPLIFICADO PARA CALCULO DE
CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DE SECOES
MONOSS IMETRICAS E DE  PAREDES DELGADAS

B.1 COEFICIENTE DE MONOSSIMETRIA DE SECOES EM FORMA DE "IV
(k)
1

= 2 2
k =y - TIXJ y (x7 +y") da

A

A integral acima pode ser facilmente calculada lembrando-se
gque para as mesas, "y" = constante = disténcia entre o centro
de gravidade da se¢do e a linha média das mesas enquanto a

parcela correspondente 3 alma vale:

(h - t /2 \ (hy- to/2) .
Yy tH dy — Y tH dy

0 0

‘Desenvolvendo-se resulta:

2 2
h (Ii + A hi) — hs (IS + A, hS) +
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‘08 indices "i" e "s" indicam referéncia & mesa inferior e mesa

superior respectivamente. Deve-se lembrar também que "k" tem o
mesmo sinal de "y " e este é positivo quando a mesa inferior &
a maior.

Esta expressio & confirmada em TRAHAIR (1977) e NETHERCOT
(1983).

A NBR 8800/86 utiliza-se desta expressdo, porém despreza os
valores de ti e ts em relacgdo a hi e hs’ regpectivamente, nas
suas duas ultimas parcelas.

KITIPORNCHAI; TRAHAIR (1980) analisaram 3 000 segbes, com

(Iy/Ix) < 0,5 e concluiram gue, com erro inferior a 4 % , o

‘valor de k pode ser calculado, aproximadamente, pela seguinte

expressao:

-~
I
o
R
&)
=
| —
=
!
b
!
m
| S |
| |
[y
!
Hl —
*® <
| I |

B.2 CONSTANTE DE EMPENAMENTO (C )

CLARK (1962) fornece a expressdo para calculo de CH , para o
caso de secdo monossimétrica em forma de "I", que também pode
ser encontrada a partir de um rearranjo da expressio fornecida

por LANGENDONCK (s.d.), ou seja:
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No caso de segdo dupalmente simétrica em forma de "I" tem-se

I, =1 = Iy/2 e assim resulta:

No caso de se¢do monossimétrica em forma de "U", a utilizacgdo
da aproximacio c = (Iy hz)/ 4, acarreta um erro méximo de 6%,
no cilculo de M.. (HILL (1954)). Outras férmulas para o
calculo mais preciso de C, podem ser encontradas em: AISI/1986

e LANGENDONCK (s.d.).

B.3 DISTANCIA ENTRE CENTRO DE GRAVIDADE E CENTRO DE TDRCXO

(v )

[

O valeor de ode ser calculado pela diferenca: y - y . onde
yc P gi ct

Yy . & a distdncia entre o centro de gravidade e a linha média

gi
da mesa inferior e Y, & a distancia entre o centro de torcgéo
e a mesma linha.

Rearranjando-se a expressfio fornecida em LANGENDONCK (s.d.),

resulta, para o caso das seg¢bes monossimétricas em forma de

lII!I:

onde I & o momento de inércia da mesa superior em relagdo ao

eixo vy.
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Assim sende resulta:

! \ ~
B.4 MOMENTO DE INERCIA A TORCAQ (It)
0 momento de inércia & tor¢ido pode ser calculado como a
somatéria dos momentos de inércia parciais (Itﬂ das partes

(i) que formam a segdo, sendo:

0 valor do coeficiente ¥ pode ser encontrado em BLODGET (1982)
(p, 2.10-2), sendo gue ¥ - 0,333 guando ti/bi - 0, (por

exemplo: para t/b = 1,0, ¥ = 0,141 e para t/b = 0,1,

¥ = 0,313) ou calculado aproximadamente pela seguinte

expressdo fornecida em LANGENDONCK (1960):

1

o= 5
3+ 4 (t,/b)

i

No caso de sec¢des de paredes delgadas, isto & ti/bi pequenc é

possivel adotar-se:
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ANEXO C - TABELA RESUMO

E apresentada a seguir uma tabela resumo dos valores numéricos
determinados nesta Dissertacdo.

‘Por simplicidade, este resumo limita-se & faixa 4 = u = 40 ;, e
alguns valores varidveis, dentro desta faixa, foram, a favor
‘da segqgurancga, admitidos como constantes. Apesar das simpli-
ficagdes inclusas nesta tabela, ainda assim ela se apresenta
mais precisa e mais completa que as outras, similares,
constantes da bibliografia pesquisada.

Valores mails precisos podem ser encontrados no capitulo 5

desta Dissertagdo ou nas publicagdes mencionadas.
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Determinacao do momento critico a flambagem loteral de vigas

nigg OTEETITLAY
cr'Cb'“(—”;'[-{cpuckk)*\ﬁcpuc*k)z+E’- ( ECw TE ]
(1)
Tipo de carregomentko Vineulocdo no plane Cosficienies
ior @ fle- (2)
x40 wiclo! K Cp Cp
“ ('.n—'—"'x'.)-z 3 1,00
— 1 -— E 0,80
LI
M2
r
1,0 1,00 0,00
o2 I'ez 4
0 ¥
-3;,, 248 0,00
-1,0 2,80 0,00
Alfsrnativements, pode ser utilizede & exprassdo!
Cp=),75-105r +0,3r1 % 2,30
s A 1,00 [,35 0,85
A'—a&‘ 2 E 0,80 1,07 0,42
4 A 1,00 1,70 142
3*:7—_'-15 E o:uo 1,04 0,84 _
LILLLLL A 1,00 0,13 0,45
Al!-?-__———? E 0,80 0,97 0,28
|
LILLLLS, A 1,00 1,30 1,88
-’-'l t IIE E 0,50 o8¢ 0,82
! 4
A £,00
Cesd hont 3
t—-—-——— ' -—1
e/t
0,08 1,00 0,10
0,10 1,00 0,19
0,20 1,02 0,26
0,25 1,04 042
0,30 1,06 0,47
0,35 1,09 0,52
0,40 b7 0,54
0,45 1,26 0,55
Ll 4 llill-LHr A 1,00 1,33 0,13
k-— t —lln— | —||
= i 1,80 *
=l o — € £,00 1,60 J
| L O3RN
_lllilli 1,56 &
E;....__:‘] E 1,00 3,00 0,85 xx
b

* Mdximo valor da Cp pora corregamento spHcedo no mase supsrlor
% #Minimo vaior de Cp pero carregamento aploads no mesa Inferior

(1) a.- Distdncia entra ponto de oplicapdo da corga e centro de forcdo ( 0>0 para corga ocima do centro de torgdo}

21
u‘éo,.‘s[g...—'L’_][g__IL]h_{ Iys ' )
Iy Iy k = O poro sepies dupl. simetricas

0, = 1,0 exceto pera viges em belango

(3) A - Apsio swnpies

E~- Eneu?mnnto parferto

] l’ da mesa supwior

z JysIyi b2
iy



147

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

01-

02

03

04

05

06

ANDERSON, J.M.; TRAHAIR, N.S. Stability of Monosymmetric
Beams and Cantilevers, Proceedings, v.98, n.ST 1, p.269,

Nova Iorgue, ASCE, janeiro de 1972.

AMERICAN Institute of Steel Constructions. Manual of
Steeel Construction: Load and Resistence Factor Design.

Chicago, AISC, 1986.

AMERICAN Iron and Steel Institute. Cold Formed Design

Manual. Washington, AISI, 1986.

ASSOCIACAO Brasileira de Normas Técnicas. Perfis
Estruturais de Ago Formados a Frio, Padronizagio -

NBR 6355. Rio deJaneiro, ABNT, 1980.

ASSOCTACAO Brasileira de Normas Técnicas. Projeto e
Execugdo de Estruturas de A¢o de Edificios, Procedimento

- NBR 8800. Rio de Janeiro, ABNT, 1986.

AUSTIN, W.J.; YEGIAN,S.; TUNG,T.P. Lateral Buckling of
Elastically End-Restrained I-Beanms, Proceedings,

Separate n. 673, v. 81, Nova Iorgque, ASCE, 1955.



R S e e S P

e e e v e et Cmeer

B

D s ~—r

148

07- BARSOUM, R. S.; GALLAGHER, R.H. PFinite Elements Analysis
of Torsional and Torsional-Flexural Stability Problems,
Internacional Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 2, p. 335. s.l., John Wiley, Julho de

1870.

08- BLEICH,Friedrich. Buckling Strength of Metal Structures.

Nova Iorque, McGraw-Hill, 1952.

09~ BLODGET, O. W. Design of Welded Structures. Cleveland,

J.F.Lincoln Arc Welding Fundation, 1982 .

09- BOTELHO, Dirceu L. R. Introdugdo a Teoria Geral da
Estabilidade El&stica. S&o Paulo, 1978. Dissertagéo
(Mestrado) - Escola Politécnica, Universidade de Séao

Paulo.

10- BRASIL, Reyelando M. L. R. Instabilidade Eléstica das

Estruturas, Notas de aula. Sdo Paulo, EPUSP, 1991.

11- CARDOSO, Francisco F.; MESSAROS, Rosa M.; SILVA, Valdir P.

0 Mercado do Ago. S3o Paulo, EPUSP/FDTE/COSIPA, 1988a.

12— CARDOSO, Francisco F.; MESSAROS, Rosa M.; SILVA, Valdir P.
A Fabricacdoc do ago. Sac Paulo, EPUSP/FDTE/COSIPA,

1988b.



149

13- CARDOSO, Francisco F.; MESSAROS, Rosa M.; SILVA, Valdir
P. O Uso do Aco na Construgfdo. In: 40a. Reunido Anual da
SBPC, S&o Paulo, 1988. Anais. Sdo Paulo,

EPUSP/FDTE/COSIPA, 1988c.

14- CARDOSO, Francisco F.; MESSAROS, Rosa M.; SILVA, Valdir P.
O Material Ago. In: 40a. Reunido Anual da SBPC, Sé&o

Paulo, 1988. Anais. S&o Paulo, EPUSP-FDTE-COSIPA, 1988d.

15- CLARK,J.W.; HILL,H.N. Lateral Buckling of Beams,
Transactions, v. 127, parte 2, p. 180. Nova Iorque,
ASCE, 1962.

16— COSIPA. Tabelas de Caracteristicas Geométricas e Tabelas
para Dimensionamento de Perfis Soldados e Formados de
A¢o. Sdo Paulo, Companhia Sidertdrgica Paulista, s.d.

17- DE VRIES, K. Strength of Beams as Determinedby Lateral
Buckling, Transactions , v. 112, p. 1245, Nova Iordue,
ASCE, 1947.

18- GALAMBOS,T.V. Structural Members and Frames. Englewood

Cliffs (EUA), Prentice Hall, 1968

19- GALAMBOS,T.V., ed. Guide to Stability Design Criteria for

Metal Structures. 3. ed. EUA, John Wiley and Sons, 1988.



S T’ L — i S T S

B P N

R

150

20- GOODIER,J.N. Torsional and Flexural Buckling of Beams of
Thin Walled Open Section under Compressive and Bending
Loads, Journal of Applied Mechanies, Transactions, pg.

A-103. Nova Iorque, ASME, setembro de 1942.

21- HILL, H.N. Lateral Buckling of Chanels and Z Beams,

Transactions, v. 119, p. 829. Nova Iorgque, ASCE, 1954.

22- JOHNSTON,B.G. ed. Guide to Stability Design Criteria for

Metal Structures 3. ed. EUA, John Wiley and Sons, 1976.

23~ KERENSKY,O.A.; FLINT,A.R.; BROWN,W.C.B. The Basis for
Design of Beams and Plates Girders in the Revised
British Standard 153, Proceedings, v. 5, n. 2, Parte
III. Londres, Institution of Civil Engineers, agosto de

1958.

24- KITIPORNCHAI, S.; TRAHAIR, N.S. Buckling Properties of
Monosymmetrics I Beams", Proceedings v. 106, n. ST 5.

Nova Iorgue, ASCE, maio de 1980.

25- LANGENDONCK, Telemaco H. M. Resisténcia dos Materiais,

Deformacdes-I. Rio de Janeiro, Cientifica, 1960.

26- LANGENDONCK, Telemaco H. M. Resisténcia dos Materiais,

Deforma¢des—~II. S&o Paulo, EDUSP, s.d.



27-

28~

29-

31-

32-

33~

151

MASUR, E.F,; MILBRADT,K.P. Collapse Strength of Redundant

Beams after Lateral Buckling, Journal of Applied

MAZZILLI,Carlos E.N. Teoria Geral da Estabilidade, Notas

de Aula, S3c Paulo, EPUSP, 1991.

MAZZILLI,Carlos E.N. Sobre a Instabilidade de
Estruturas Elasticas Sensiveis a Imperfeigdes. Sao

Paulo, 1979. Dissertagdo (Mestrado). Escola Politécnica

McGUIRE,W. Steel Structures. Nova Jersei, Prentice Hall,

1968

NETHERCOT, D.A.; ROCKEY, K.C. A Unified Approach to the
Elastic Lateral Buckling of Beams, Engineering Journal.

Chicago, AISC, julho de 1972.

NETHERCOT,D.A. The Effective Lengths of Cantilevers as
Governed by Lateral Buckling, The Structures Engineer,

v. 51, n. 5, p. 161. Reino Unido, maio de 1973.

NETHERCOT,D.A. Eleastic Lateral Buckling of Beams. In:
Beams and Beam-Columns, Stability and Strength, editado
por NARAYANAN,R., Londres, Applied Science Publishers,

1983,



e e’ e

Tamr e

RS

N

T N

152

34—~ PIMENTA,Pauloc M.; MAZZILLI,Carlos E.N. Minima Correctio
Methodi Inveniendi Linear Curvas Elasticii. S3ao

Paulo, EPUSP, 1986.(Boletim Técnico, PEF 8613).

35- PIMENTA, Paulo M. Andlise N&do-linear de Estruturas I,

Notas de Aula, Sao Paulo, EPUSP, 1991l.

36~ POLEY, S. Lateral Buckling of Cantilevered I-Beams under
Uniform Loads, Proceedings, v. 80, separata n. 527. Nova

Iorgque,ASCE, outubro de 1954.

37- POWELL,G.; KLINGNER,R. Elastic Lateral Buckling os Steel
Beams, Proceedings, v. 96, n. ST 9, p. 1919. Nova

Iorque, ASCE, setembro de 1970.

38~ SALEEB,A.F.;CHANG,T.Y.P.;GENDY,A.S5. effective Modelling of
Spacial Assemblages, Accouting for Warping Constraints
and Rotation-Dependency of Moments.Internacional Journal
for Numerical Methods in Engineering, v. 33, p. 469,

John Wiley, fevereiro de 1992.
39~ SALMON,C.G.; JONHSON,J.E. Steel Structures design and

Behaviour., Nova Iorgue, Harper & Row Publishers, 1980.

40- SALVADORI, M. G. Lateral Buckling of I-Beams®,

Transactions, v. 120, p. 1165. Nova Iorque, ASCE, 1955,



153

41—~ SALVADORI,M.G. Lateral Buckling of Eccentrically Loaded
I-Columns, Transactions , v. 121, p. 1163. Nova Iorque,

ASCE, 1956.

42— SCHRADER,R.K. Comentarics constantes do trabalho de WINTER

(1943)

43- SILVA, Valdir P.; TRABULSI F., Theéphilo. Perfis Soldados
e Perfis Dobrados de Agco - Tabelas de Dimensionamento.
In: SeminAdrio Latino Americano Uso do Ag¢o na Construgéo,
Belo Horizonte, 1987. Anais. Belo Horizonte,

ILAFA/ABCEM, 1987.

44~ SILVA, Valdir P. Dimensiocnamento de Perfis Formados a
Frio, conforme AISI 1986. In: 4. Semindrio Uso do Ag¢o na
Construg¢do, S&o Paulo, 1989. Anais. S&o Paulo, 1989.

Anais. Sdo Paulo, EPUSP-ABCEM, 198%a.

45- SILVA, Valdir P. Perfis Formados a Frio, Cubatdo, COSIPA

(publicagdo interna), 1989b.

46~ SILVA,Valdir P.; TRABULSI F.,Theéphilo. Dimensionamento
de Perfis Soldados & Flexdo Simples e Compressio
Simples, conforme NBR 8800/86 - Tabelas COSIPA. In: 9¢
Encontro Nacional da Construcgfo, Sdo Paulo, 1988. Anais.

S&o Paulo, Instituto de Engenharia, 1988.



m——

e vaet g g

L

— —

- et e e T

R

T

—

154

47- SOUZA LIMA, Victor M. Estudo das Deformagdes, Notas de

Aula, S3c Paulo, EPUSP, 1959.

48- SOUZA  LIMA, Victor M.;  VENANCIO F., Fernando.
Consideragdes sobre a Nio-linearidade Geométrica em
Estruturas Reticuladas. In: III Escola de Matematica
Aplicada, Laboratério de Computagdo Cientifica (CNPq),

Rio de Janeiro, 1982.

49—~ SQUZA LIMA, Victor M.; VENANCIO F., Fernando. A Nogdo de

Rigidez Tangente no Estudo da Nao-linearidade Geométrica
de  Estruturas Reticuladas. In 59 Congresso
Latino-americano para  Métodos Computacionais em

Engenharia, Salvador, 1984

50~ TIMOSHENKO,S.P. Theory of Elasticity Stability. Nova

Torque, MeGraw-Hill, 1936.

51- TIMOSHENKO,S.P.,GERE,J.M. Theory of Elastic Stability.

Cingapura McGraw-Hill, 1961.

52- TIMOSHENKO, S.P. Teoria da Elasticidade. Trad. de Villaga,

8.F.; Soriano, H.L.; Souza, H.S. Rio de Janeiro,

Guanabara Dois, 1980,



155

53~ TRAHAIR,N. The Behaviour and Design of Steel Structures.

Londres, Chapman and Hall, 1977.

54— VLASSOV,B.Z. Pieces ZLongues en Voiles Minces. Paris,

Editions Eyrolles, 1962,

55- WINTER,G, Lateral Stability of Unsymmetrical I-Beams and
Trusses in Bending, Transactions ,v. 108, p. 247. Nova

Iorgue, ASCE, 1943.



