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Avant-propos

Ce livre est issu des cours d’analyse numérique matricielle que nous avons ensei-
gnés pendant plusieurs années en licence de mathématique et en licence d’ingénierie
mathématique. Il s’ adresse aux étudiants de licence, & ceux de mastére ou préparant
’agrégation, aux éléves ingénieurs et aux chercheurs confirmés.

Cet ouvrage s’ articule autour de quatre theémes principaux qui sont :

e Les décompositions matricielles,
e La résolution des systémes d’équations linéaires,
¢ Le calcul des valeurs propres,

¢ Le probléme des erreurs en algebre linéaire.

A vrai dire, cette division est informelle et plusieurs themes peuvent étre abordés au
sein d’un méme chapitre.

En rédigeant ce manuscrit, nous avons adopté le point de vue d’un numéricien :
pour chaque probléme étudié nons décrivons :

e Les résultats théoriques qui y sont associés,
o Les problemes de robustesse et de sensibilité,
o ’algorithmique et les problémes de complexitg,

¢ La stabilité des algorithmes.

Par robustesse et sensibilité nous entendons. ’étude locale de la fonction probléme -
solution ¢ est-A-dire1’émde des variations de-a solution d’un probléme en fonctiondes
variations des données. Elle conduit au concept de conditionnement d’un probléme qui
est un des concepts clé de 1’analyse numérique_Le conditionnementest une mesure
de la difficulté intrinséque d’on probléme.
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Le probleme de la stabilité est, quant A lui, 1i€ a 1"utilisation d’une arithmétique
de précision finie au lieu de I’arithmétique des nombres réels. Les erreurs que I’on
commet pour calculer la solution d’un probléme dépendent alors de 1’algorithme
choisi pour mener ce calcul : des algorithmes différents peuvent donner des solutions
(approchées) différentes. La recherche d’algorithmes stables est un souci majeur de
I’analyse numérigue.

Nous définissons la complexité d’un algorithme par le nombre d’opérations arithmé-
tiques sur le corps des nombres réels (ou des nombres complexes) que requiert I'algo-
rithme considéré. Un tel modéle continu (modéle Blum-Shub-Stale par exemple) est
cohérent avec I’'usage de 1’arithmétique virgule flottante.

Nous nous écartons du calcul formel sur ces denx demiers points. En effet, I'usage
de I arithmétique (exacte) des nombres entiers rend inutile I’étude de la stabilité des
algorithmes, quant aux problémes de complexité sur des modeles discrets ils font
aussi intervenir la taille des entiers considérés alors que, dans notre modéle, chaque
opération sur les nombres réels compte pour une unité quelle que soit ia taille des
nombres ou la nature de 1’opération.

Ce livre débute par un chapitre de rappels. Il sert & fixer les notations utilisées
et il contient I’énoncé de théorémes fondamentanx de I’algébre linéaire. Les quatre
chapitres suivants (2 & 5) sont consacrés aux normes matricielles, a I’arithmétique
virgule flottante, au conditionnement et au probléme des erreurs. On passe ensuite
aux décompositions matricielles : LU, QR, Cholesky, SVD, 4 leur application a la
résolution des systémes et an probléme des moindres carrés (chapitres 6 4 9). Les deux
chapitres suivants étudient les méthodes itératives pour la résolution des systémes.
Elles sont fondées soit sur un schéma de type approximations successives (chapitre 10)
soit sur des méthodes de projections sur des espaces de Krylov (chapitre 11). Les
chapitres 12 & 15 sont consacrés aux problémes de sensibilité des problémes de valeurs
propres, a leur calcul et & celui des sous-espaces invariants. Les chapitres 16 et 17
présentent des exemples de mairices et de problémes d’algebre linéaire : mairices
classiques, systémes obtenus via I’approximation d’équations aux dérivées partielles,
problemes industriels et assimilation des données.

Chaque chapitre se termine par un paragraphe d’exercices. Certains sont de simples
applications nurmnériques, d autres de véritables prolongements du cours. Ces exercices
sont corrigés en fin d’ouvrage.

Luca Amodei, Jean-Pierre Dedieu, Toulouse, juillet 2007.
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Chapitre 1

Rappels d’algéebre linéaire

1.1 NOTATIONS

Ce paragraphe 2 pour but de fixer les notations qui sont utilisées tout au long de ce
livre.

e L'espace des matrices complexes (resp. réelles) & m lignes et # colonnes est
noté C"*" (resp. R™*™). Pour une matrice A = (a;;) € C"*", i est I'indice de
la ligne et j celui de 1a colonne.

o 0., € C™*" (aussi notée 0) est Ia matrice nulle et I, € C"*" est la matrice
identité.

e Les vecteurs x € C” (resp. x € R") sont identifiés & des matrices n x 1
donc 3 des vecteurs-colonne !. Avec cette convention, A € C"*? g’identifie &
I’application linéaire A : C* — C" qui & x € C” associe e produit matrice-
vecteur Ax € C",

* Lorsqu’une matrice A a pour colonnes ¢;, 1 <7 < m,onlanote A = (ay...a,).

e Soient A € C"*"etlesindices 1 < i) <ih < ... <i, <met] € ji <
J2 < ... < jg < n. Alors, la matrice de taille p X g constituée par les éléments
aux intersections des lignes 1 < #; < i < ... < i, < m et des colonnes

1. Suivant un usage déja ancien les mots composés vecteur-colonne, vecteur-ligne, matrice-colonne,
matrice-ligne sont unis par un trait &’ union ; ils font levr pluriel en vecteurs-colonne . . . sur le modeéle de
timbres-poste.
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1€ ji < ja<... < j; € nde A estappelée sous-matrice de A. Autrement
dit, une sous-matrice de A est obtenue en supprimant dans A un certain nombre
de lignes et de colonnes.

e Pour toute matrice A € C"*” et les entiers p,q,r,stelsque l < p < g < m,
1<r<s<nonnote A(p:q,r : s)lasous-matrice de A de terme général
aij, P <1 < q,r < j < 5. Detelles sous-matrices sont parfois qualifiées de
« contiglies ».

» Pour tout vecteur g € C™, a{p : q) est le sous-vecteur de & de coordonnées a;,
p<igy.

» Une matrice (pas nécessairement carrée) est triangulaire supérieure sia;; = 0
pour { > j, triangulaire inférieure si a;; = Opouri < j et diagonale sig;; =0
pour i # j.

e Une matrice diagonale D est notée D = diag(d;) ol les d; sont les entrées
diagonales.

e Soit A = (a;;) © C"*". On note AT & €M ja transposée de A et A* =
A € ¢ son adjoinie : AT = (a;;) et A* = (@;;) (conjuguée et transposée),

o GL,(C) (resp. GL,(R)) ou plus simplement GL., est ’ensembie des matrices
A € CP" (resp. A ¢ R"™") qui sont inversibles. C’est un groupe pour ia
multiplication des matrices appelé groupe linéaire. Les notations A~7 et A—*
(inverse de la transposée et inverse de 1’adjointe) ne sont pas ambiglies parce
que (ATy 1 = (A-D)T, de méme pour A*.

1.2 RANG ET NOYAU D'UNE MATRICE

Etant donné une matrice A ¢ C™**, I'image par A d’un vecteur x € C" est le vecteur
Ax =Y., xa; € C" ol les g; sont les cofonnes de A. L'image de A est définic par

Im A = {Ax : xE(C”}—{ina,- : xe(C”}.

i=1

C’est un sous-espace vectoriel de C™ engendré par les vecteurs-colonne de A. Sa
dimension est le rang de A. Le rang de A est donc le nombre maximum de vecteurs-
colonne indépendants de A.

Une caractérisation utile du rang est la suivante : rang A = r si et seulement
5’1l existe dans A une sous-matrice carrée r X r de déterminant non nul et si toute
sous-rmatrice carrée s X 5 avec s > r a un déterminant égal a 0.
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Cette caractérisation montre que
rang A =rang A7 = rang A*.
Le novau de A est le sous-espace vectoriel
KerA={xe(C": Ax =0}.
Le rang et 1a dimension du noyau de A sont reliés par 1a formule célébre :

rang A + dimKer A = n.

1.3 DETERMINANT

o Le déterminant d'une matrice A € C"*” egt une forme muitilinéaire alternée
des colonnes de A. on le note det A.

o det], =1,

¢ Le déterminant d un produit de matrices est le produit de ses déterminants :
det(AB) = det Adet B,

e det A =detAT,
e A est inversible si et seulement si det A # 0, dans ce cas det{A ™) = 1/ det A,

* Si deux matrices sont semblables elles ont méme déterminant.

1.4 VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

» On appelle valeur propre d’une matrice A € C"*" toute racine du polyndme
caractéristique

PyA)=det(A — Al,) =0.

La mulnplicité algébrique d’une valeur propre est sa multiplicité en tant que
racine de 1’équation caractéristique. Lorsque 1’on parle de mulitiplicité d’une
valeur propre ¢’est de la multiplicité algébrique dont il s’ agit.

e [’ensemble des valeurs propres de A est appelé le specire de A et se note
spec A.
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* On appelle vecteur propre de A associé  la valeur propre A tout vecteur non
nul x € C” vérifiant Ax = Ax. La réumnion du vecteur 0 et des vecteurs propres
associés a la valeur propre A est un sous-espace vectoriel £, de C” appelé sous-
espace propre associé 4 A. Sa dimension dim E; estla multiplicité géométrigue
de A. Elle est toujours inférieure ou égale 4 la multiplicité algébrique.

» Deux matrices A, B &« C"*" sont semblables lorsqu’il existe une matrice
P e GL(Cytelleque A= PBP'.

» Unc matrice A € C**" est diagonalisable lorsqu’elle est semblable 4 une
matrice diagonale, ¢’est-a-dire s’il existe des matrices D € C**” diagonale et
P & GL,(C) telles que

A=PDP .

Dans ce cas, écrivons D = diag(A;) ol les A; sont les valeurs propres de A ;
on peut prendre pour P une matrice dont les colonnes py, ..., p, € C" sont
indépendantes et ol p; est un vecteur propre associé a A;.

& Une mawrice A € C"*" est diagonalisable si et seulement si C” posséde une
base de vecteurs propres de A ou encore lorsque, pour touie valeur propre A de
A, les multiplicités algébrique et géométrique de A sont les mémes.

e Lorsque A & R"**, que les valeurs propres de A sont réelles et que A est
diagonalisable, il existe une base de R” faite de vecteurs propres et I’on peut
prendre P ¢ GL,(R).

Proposition 1.1 Pour toute matrice A & C'", on a les propriétés
suivantes :

1. Les valeurs propres de A — pl, sont les scalaires A — u, A € spec A,

2. Les valeurs propres de A¥, k = 0, sont les A*, A ¢ spec A, et, plus généra-
lement, pour tout polyndme p(x). les scalaires p(A), A & spec A, sont les
valeurs propres de p(A) (définition paragraphe 1.5),

3. Lorsque A est inversible, les valeurs propres de A~ sont les scalaires A,
A € spec A,

4. Le déterminant de A est le produit des valeurs propres de A, chacune comp-
tée autant de fois gue sa multiplicité algébrigue :

det A = ﬂAilEspec A )L:n',

on m; est la multiplicité algébrique de A,;.
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e Une matrice A € C"*" est triangularisable lorsqu’elle est semblable & une
matrice triangulaire supérieure, ¢’est-a-dire s’il existe une matrice P € C**"
inversible et une matrice T € C*** triangulaire supérieure telles que A =
PTP!.

¢ Nous verrons ci-dessous (décomposition de Jordan, décomposition de Schur)
que toute matrice A € C"*" est triangularisable.

e Lorsque A € C"*" s’écrit A = PTP~! avec T triangulaire supérieure, la
diagonale de T contient les valeurs propres de A.

1.5 SOUS-ESPACES CARACTERISTIQUES ET THEOREME DE
CAYLEY-HAMILTON

A tout polyndme complexe P(z) =ap+a1z+. .. +ayz? et A toute matrice A € C” on
agsocie le polyndme matriciel

P(A)Y = aply + 1A+ ... +ayA%.

On dit qu’un polynome P(z) est un polynéme annulateur de A ¢ C"*" lorsque
P(A) = 0.

Théoréme 1.2 (Caylev-Hamilton) Le polyndme caractéristique de A est un polyndme
annulateur de A : P4(A) = 0.

Définition 1.3 (Sous-espaces caractéristiques) Soit A € C™". Ecrivons son poly-
néme caractéristique

q
Pa(A) = det{ 4 — Al = H(A’ _ A)m.

i=1

ou les valeurs propres A;, 1 < i < g, sont deux a deux distinctes, de multiplicité
algébrique m; avec m + . .. + my; = n. Les sous-espaces caractéristiques de A sont
les ensembles

E,‘ = Ker (A,In ~ A)m‘

Théoréme 1.4 (Décomposition en sous-espaces caractéristiqites) Les sous-espaces
caractéristiques de A vérifient les propriétés suivantes :

1. E; est un sous-espace de C* de dimension m;,

2. AE; C E;,

J3C"=E&...dE,
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1.6 DECOMPOSITION DE JORDAN

Théoréme 1.5 (Décomposition de Jordan) Pour toute matrice A € T'*", [ existe une
matrice P € GL,(C) et une matrice J € C"*" telles que A = PIP ' etoi J ala
structure diagonale par blocs suivante ;

Ji
5

Ip

Chagque bloc diagonal J, ¢ C"*™ (ny + ...+ n, = n) est soit du type J, = A1y,
c'est-a-dire un multiple de 'identité, soit du type J = Aly, + Ny, ot Ny, € C"7™
est la matrice nilpotente '

0 1
01
N'l; = 0
1
0
Les scalaires Ay, ..., A, (qui ne sont pas nécessairement distincts) sont les valeurs

propres de A :
spec A ={A; .. A ).

1.7 TRACE

e La trace d’une matrice carrée A ¢ C**" est la somme de ses entrées diago-
nales :
n
trace A = E a;;.
i: ]

¢ Pour deux matrices M € C"*" et N C"*" ona
trace (M N) = trace (NM)
de sorte que, pour toute matrice A € C**" et P € GL,,

trace (P~ AP) = trace A.

o La trace de A est égale & la somme des valeurs propres de A comptées avec
leur multiplicité {cela se prouve en écrivant A == PT P~! ayec T triangulaire).
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1.8 PRODUIT HERMITIEN

¢ Un produit hermitien sur un espace vectoriel complexe E est une application
{,,.} : E x E — C qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tout y € E, 'application x € E — {x,y) € C est linéaire,
2. Pourtoutx,y € E, {x,y} = {y,x),
3. Pourtoutx € E, (x,x) 20,
4. Pourtout x € E, {x,x) = O si et seulement si x = 0.
Un espace vectoriel complexe £ muni d’un produit hermitien est appelé espace
préhilbertien complexe ; side plus E est de dimension finie on dit que ¢’est un
espace hermitien.

» Un exemple fondamental d’espace hermitien est donné par
3
E=C" (x,y)= Y %
i=1
Avec les notation matricielles, x et y sont des vecteurs-colonne et
(x, ¥y = ¥"x

en identifiant la matrice y*x € C'*! auy scalaire correspondant. Attention, xy*
est une matrice n x 1!

L
e Lorsque (x,y) est un produit hermitien sur E, ||x]| = {(x,x)? est une norme
sur E et
| (x, v | < el

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires (inégalité de Cauchy-
Schwarz).

 Lorsque £ = C" est muni du produit bermitien canonique, la norme associée

est notée
n
>l

i=1

llxll, =

+ Soient £ et F deux espaces hermitiens. L' adjoint d’un opérateur linéaire L :
E — F est ’unique opérateur linéaire L™ : F — E tel que

(Lx,v)p =, L7y)g

pourtout x € Eety c F.
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» Lorsque £ = C" et F = C™ sont munis de leur structure hermitienne cano-
nique, I adjoint de V'opérateur défini par une matrice A € €™ est Popérateur
défini par la matrice adjointe A* = AT.

» Lorsque L est un endomorphisme de E, on dit que L est hermitien lorsque
L* = L c’est-a-dire si
{Lx,y}g = (x,Ly}g
pourtoutx,y € E.

¢ Lorsque E = C”, I"opérateur défini par une matrice A € C**" est hermitien
lorsque la matrice A est hermitienne c’est-a-dire lorsque A* = A,

1.9 PRODUIT SCALAIRE

o Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une application (., .) :
E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout y € E, 'application x ¢ E — (x,y) & R est linéaire,

2. Pourtoutx,y € E, {x,y}) = {y,x),

3. Pourtoutx € E, {x,x) =0,

4. Pourtout x € E, {x,x} = Osi et sculement si x = 0.

Un espace vectoriel réel £ muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-

hilbertien; si de plus E est de dimension finie on dit que c’est un espace
euclidien.

» Le produit scalaire canonique sur £ = R” est donné par

()= xy.

i=1
Avec les notation matricielles, x et v sont des vecteurs-colonne et

x,y) =yTx

enidentifiant 1a matrice y” x € R'*! au scalaire correspondant.

» Lorsque {x. ¥} est un produit scalaire sur , ||x|| = {x. x)% st une norme sur

Eet

|, i < iyl

avec égalité si et seulement si x et v sont colinéatres (inégalité de Cauchy-
Schwarz).
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e Lorsque E = R” est muni du produit scalaire canonique, la norme associée est
notée, comme daps le cas complexe,

lxll, =

s Soient E ¢t F deux espaces euclidiens. L'adjoint d’un opérateur lin€aire L :
E — F estl'unique opérateur linéaire L* : F — E tel que

(LI,}’)F = <x1L*-V)E
pourtoutx € Eety € F.

» Lorsque £ = R” et F = R™ sont munis de leur structure euclidienne cano-
nique, I’ adjoint de I’ opérateur défini par une matrice A € R™*” est I'opérateur
défini par la matrice transposée A7 .

e Lorsque L est un endomorphisme de E, on dit que L est symétrique lorsque
L* = L ¢’est-a-dire si
(Lxuy>E = (xv Ly>E
pourtout x,y € E.

¢ Lorsque E = R”. P'opérateur défini par une matrice A € R"*”* est symétrique
lorsque la matrice A est symétrique ¢’est-a-dire si AT = A.

1.10 MATRICES UNITAIRES

s Une matrice U € C"*" est unitaire lorsqu’elle conserve le produit hermitien
de C*:
(Ux,Uy) ={x,¥)

pour tout x, y € C”.

e Une matrice U € C"*" ¢st unitaire si et sealement si U"U = UU™ = I,.
L’ensemble de ces matrices est un sous-groupe {pour la maltiplication) da
groupe linéaire GL,(C) : c’est le groupe unitaire, il est noté U,

+ Une matrice IJ est unitaire si et seulement si les vecteurs-colonne de U consti-
tuent une base orthonormée de C" pour le produit hermitien canonique.

+ Les valeurs propres d’une matrice unitaire sont des nombres complexes de
module 1. Le déterminant d’une telle matrice est aussi un nombre complexe de
module 1. Les matrices unitaires dont le déterminant est égal a 1 constituent un
sous-groupe de U, appelé groupe spécial unitaire. 1l est noté SU,.
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1.11 MATRICES ORTHOGONALES

e Une matrice U  R"*" est orthogonale lorsqu’elle conserve le produit scalaire

de R*:
(Ux.Uy) = (x, )

pour tout x,y € R".

U ¢ R™" est orthogonale lorsque U'U = UUT = I,. Une matrice est
orthogonale si elle est a 1a fois réelle et unitaire, Ces matrices constituent un
sous-groupe {pour la multiplication) du groupe linéaire GL, (R) appelé groupe
orthogonal et noté Q.

e Une matrice U € R7*" est orthogonale si ¢t seulement si ses vecteurs-colonne

constituent une base orthonormée de R” pour le produit scalaire canonique.

Les valeurs propres d’une matrice orthogonale sont des nombres complexes de
module 1. Le déterminant d’une telle matrice est égal 4 1 ou — 1. Les matrices
orthogonales dont le déterminant est égal 4 1 constituent un sous-groupe de Q,
appelé groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations. 11 est noté SO,

1.12 MATRICES HERMITIENNES, SYMETRIQUES, NORMALES

« Les matrices hermitiennes ou symétriques réelles possédent la propriété fonda-

mentale suivante :

Théoréme 1.6 (Théoréme spectral) Si A € C"*" est hermitienne (resp. symé-
trique réelle) alors

1. Les valeurs propres de A sont réelles,

2. C* (resp. R") posséde une base orthonoriiée constitude de vecteurs propres
de A.
Ces deux propriétés sont équivalentes a la suivante :

3. Il existe une matrice diagonale réelle D ¢ R"™" ¢t une matrice unitaire
{resp. une matrice orthogonale) U telles que A = UDU".

Une matrice A ¢ C"*" est normale lorsque AA* = A”A. Pour une matrice
A € R"*" cette condition devient AAT = AT A. Ces matrices possédent la
caractérisation suivante :

Théoréme 1.7 A < C'*" est normale si et seulemnent si C" posséde une base
orthonormde constituée de vecteurs propres de A, c’est-a-dire 57il existe une
matrice diagonale D ¢ C'*" ¢t une matrice unitaire U telles que A = U DU
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Les matrices hermitiennes, les matrices unitaires, les matrices réelles et antisy-
miétrigues (AT = —A) sont des matrices normales.

1.13 PROJECTIONS ORTHOGONALES

s Soit F un espace vectoriel réel ou complexe. On appelle projecteur un endo-
morphisme p de E qui vérifie p o p = p. L’espace E se décompose alors en
somme directe

E=F®Gavec F =Im p, G = Ker p.
De plus

p(y)=y pourtouty € F,
p(¥y)=0 pourtouty € G.

On dit aussi que p est la projection sur F parallélement o G.

e Lorsque E est un espace hermitien ou euclidien et que p est un projecteur
hermitien, ¢’est-a-dire lorsque

pop=petp’ =p,
on a Ker p = (Im p)* de sorte que
E—F®GavecF=ImpetG = FL,
p est appelé la projection orthogonale de E sur F et noté p = Il

¢ Pour tout x € E la projection orthogonale de x sur F est I’unique vecteur
y € F qui rende minimum la distance de x a F :

& Fet — = mi —z||.
v € Fet |lx —yl| = min|jx - 2|

s Lorsque E = C" et que F est le sous-espace vectoriel engendré par r vecteurs
indépendants y;, 1 < i < r, 1a matrice de IT; est égale 2 Y(Y*Y)~'Y* avec
Y = (y1...yp) (I'inversibilit¢ de la matrice Y*Y est prouvée au théoréme
7.2, voir aussi la remarque 7.1). Si les vecteurs y; sont orthonormés, alors
Ilp =YY~
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1.14 MATRICES PAR BLOCS
1.14.1 Définition

Une matrice par blocs M = (M;;), 1 < i < m, 1 < j < n, est une matrice dont les
entrées M;; sont des matrices au lieu d’&tre des scalaires. On doit toutefois respecter
les deux regles suivantes ;

» Toutes les matrices d’une méme ligne (M;; avec 1 < j < n) ont le méme
nombre de lignes,

 Toutes les matrices d’une méme colonne (M;; avec 1 < 7 < m) ont le méme
nombre de colonnes.

Ainsi, il existe des nombres entiers m; et n; tels que M;; € C™*%.
On étend aux matrices par blocs les concepts de matrice diagonale, de matrice
triangulaire supérieure ou de matrice triangulaire inférieure :

» M = (M;;) est triangulaire supérieure par blocs si M;; = Opouri > j,
* M est triangulaire inférieure par blocs si M;; = Opouri < j,

* M estdiagonale par blocs si M;; = O pouri # j.

1.14.2 Produit par blocs

Donnons-nous deux matrices par blocs :
e M=(Mp 1<i<m 1< j<nonM; e Cmxn,
e N=(Ny), 1 <k<n 1<l pouNy,cCurr,

Tous les produits M;, N;; sont bien définis et M Ny € C™ %P Le produit par blocs
des matrices M et N est défini par :

MN=({(MN)),1<i<m 1<I< pavec (MN), :ZMHCNU-
k=1

La propriété essentielle de ce produit est qu’il coincide avec le produit usuel ; c’est
la raison pour laquelle on les note tous deux de la méme maniére. Toutefois, il faut
prendre garde a la non-commutativité du produit M;; Ny; et respecter 1’ ordre de ces
facteurs.

Etudions un exemple : prenons
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a B 0
sM=1{ vy & 0 =(g ?)ohA:(a §)6R2X2etoﬁi’on
0 01 Y

note par O le scalaire 0 ¢ R dans M, Ia matrice ( 8 ) € R**! ¢t la matrice
(0 0 ) e RY? dans ladescription de M par blocs,

1 0
« N — 0 1 = ( 1;2 ) oit I, € R?*? est la matrice identité et B =
33
(3 3)eR*2

Le calcul du produit par blocs s’écrit :

unv— (A ON( Y _ [ AR+0BN _ (A _ ¢ g
Vo1 )J\B) " \on+1B )T\ B )T 2
3 3
On vérifie facilement qu’il s’agit bien du produit usuel :
B8 0

10
MN = 0 01 ]=
i 33

O R
w2 R
W om T

8
0
1.14.3 Matrices triangulaires par blocs

Théoreme 1.8 Etant donné une matrice triangulaire par blocs

My 0o ... 0

My My ... 0
M= . .. .

Mg My ... My,

ona .

1. Le déterminant de M est le produit des déterminants des matrices M;; :

det M = H det M;;,
1€ign
2. Le polynéme caractéristique de M est le produit des polyndémes caractéristiques

des matrices M;; ;

Pud) = [] P,

1ign
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3. Le spectre de M est la réunion des spectres des matrices M; :

spec M = UsgigaSpec My,

et la multiplicité algébrique d’une valeur propre de M est la somme de ses
mudtiplicités en tant que valeur propre de matrices M;;.

Démonstration. La propriété sur les spectres découle de celle sur les poly-
ndmes caractéristiques qui est elle-méme une conséquence de la formule
donnant le déterminant. Pour prouver cette derniere il suffit de I’établir pour
n = 2 puis de raisonner par récurrence. Traitons donc le cas

My 0 (1 +112)
M= c Clmtm x(n|+n2).
( My Mnp

Le théoréme de Jordan (théoréme 1.5) appliqué 2 la transposée de la matrice

M, montre que I’on peut écrire M;; = VTV ™! ou T est triangulaire
inféricure. On obtient

ufV O T 0 vt 0
TA0 I, MnV M 0 L, )

-1
Comme les matrices ( Vo ) et ( v 0 ) sont inverses 'une de

0 1, 0 1,
I’autre on a 7
0
det M = det .
( MnV M )

En développant ce déterminant par rapport a la premiere ligne et apres my
telles opérations cela donne

detM =1#,... Lyim, det M,y = det T det My, — det My det My;.

11 est bien évident qu’un énoncé similaire au théoreme 1.8 a lieu pour des matrices
triangulaires supérieures par blocs.

1.14.4 Le complément de Schur

Proposition 1.8 Considérons la matrice par blocs

v=(c )
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oit les dimensions des blocs A, B, C et D sont n X n, nxXm, mxXn etm X m. Supposons
qiie A soit inversible. On a alors :

M= L 0 A 0 I, A7'B
“Lca! i, 0 D—CA™'B 0 I, '

det(M) = det(A)det(D — CA™!B).

De plus

Démonstration. Ladécomposition est immédiate et le calcul du déterminant
est une conséquence du théoréme 1.8.

Définition 1.10 La matrice D — CA~'B s’appelle le complément de Schur de la
matrice A dans M.

1.14.5 La formule de Sherman-Morrison-Woodbury

Le complément de Schur est a la base de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury
de mise & jour de I'inverse d’une matrice :

Proposition 1.11 Soient A, B, C, D des matrices de dimensions n X n, . X m, m X i
et m x m. Supposons que A et D — CA™! B soient inversibles. Alors A — BD71C est
inversible et

(A—BD'O)y'=Aa1+ A 'B(D—cA™ !By 'ca™.

Cette proposition est prouvée a |’exercice 1.9.

1.15 DECOMPOSITION DE SCHUR

Théoréme 1.12  Pour toute matrice A € C**" il existe une matrice unitaire U € U,
et une matrice triangulaire supérieure R telles que

A =URU".

Cette décomposition est appelée décomposition de Schur de A. Pour une matrice
réelle, la décomposition de Schur est réelle si et seulement si les valeurs propres de A
sont réelles.

Démonstration. Par récurrence sur n. Le cas n — 1 est immédiat. Suppo-
sons que le théoreme soit vrai pour des matrices de taillen — 1 xn — 1.
Soit A une valeur propre de A et soit x € C" un vecteur propre associé avec
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|x|l, = 1. Soit V = (x Z) une matrice unitaire : V € U, et sa premi¢re
colonme est le vecteur x. On a:

" o xT _f x¥Ax xYAZ
VAV_(Z*)A(x Z)_(Z*Ax Z*AZ)'

Puisque Ax = Ax et que V est unitaire, on a Z*x = Oetdonc Z*Ax =
AZ*x = 0. Ceci prouve que

V*AV=(A )"Az).

0 z*AZ

Appliguons ’hypothése de récurrence 2 lamatrice B = Z*AZ ¢ CP— 1% 1,
1l existe des matrices W et T € C*~P"~1 W unitaire et T triangulaire
supérieure, telles que B = WT W”. Ainsi

N (A xTAZ (1 0 A xYAZW 1 0
VAV‘(O WTW*)_(O W)(O T )(0 W*)

On obtient la décomposition de Schur A = U/ RU* en prenant
A XTAZW 1 0
R(O T )etU#V(OW).

Remarque 1.1. La démonstraiion précédente montre que I’ on peut choisir la
matrice unitaire U telle que les valeurs propres de A qui apparaissent sur la
diagonale de R aient un ordre spécifique. On dit dans ce cas que I'on a une
décomposition de Schur ordonnée.

Lorsque A est une matrice réelle, la décomposition de Schur A = URU* ne fait
pas nécessairement intervenir des matrices réelles. On peut toutefois introduire une
décomposition de Schur réelle 4 condition de prendre R triangulaire supérieure par
blocs :

Théoréme 1.13  Pour toute matrice A € R"*" jl existe des matrices Q € Q, ortho-
gonale et R ¢ R"™" triangulaire supérieure par blocs telles que A = QRQY. De
plus

Ry Rp ... Ry,
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chague bloc diagonal R;; est soit de taille 1 X 1 soit de taille 2 X 2 avec un spectre
constifué de deux valeurs propres complexes conjuguées.

Démonstration. On démontre qu’il existe une matrice orthogonale O € O,
telle que

Tan_ [ R B
Q AQ - ( O 322 )

et oll Ry; a les propriétés requises puis on raisonne par récurrence. Montrons
comment construire ces matrices. Soit A une valeur propre de A.

Si elle est réelle on procéde comme au théoréme 1.12 : onprend ¢; € R" de
norme 1 tel que Ag; = Ag; que I’on compléte par n — 1 autres vecteurs pour
en faire une base orthonormée (g;) de R”. Soit @ la matrice orthogonale
dont les colonnes sont les g;. On a -

A B
T _ 12
ora0= (5 32 ).
SiA—=a+iBavec 8 #0,so0ient x,y € R" tels que

Ax +iv) = (@ +iB)(x +iy),

acen=an( 2

Notons que x+iy et x —iy sont linéairement indépendants parce qu’associés
aux valeurs propres distinctes & & i 8. On en déduit que x et y sont aussi
linéairement indépendants. Soit (g, g2) une base orthonormée de I’espace
engendré par x et y ct soit B € R?*? telles que (g7 g2)B = (x ¥). Ona

c’est-a-dire

Alq1 ¢2) = (q1 q2)B ( -?;8 g ) B! =(q; ©2)Ry.

On construit @ en prenant pour colonnes g; et g complétés par n — 2

autres vecteurs pour en faire une base orthonormée (g;) de IR". On obtient

QY'AQ = ( R(;l gm ) avec les propriétés souhaitées.
2

1.16 NOTES ET REFERENCES

Le terme matrice qui est au ceeur-du sujet de ce livre est utilisé pour la premiere fois
par le mathématicien anglais James-JosephrSylvester (1814-1897) en 1850 dans un
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texte intitulé Sur une nouvelle classe de théorémes. Ce mot provient de 1a racine indo-
européenne m—a qui désigne la meére et qui a donné les mots latins mater (mere) et
matrix : femelie reproductrice, puis I’organe qui sert de réceptacle au feetus (I"utérus)
¢t, par extension de sens, au moule (fonderie, sculpture), au contenant, 4 un registre
(la matrice des impbts).

La notion de matrice est définie de maniére générale par Arthur Cayley (1821-1895)
dans son traité Mémoire sur la théorie des matrices (1858).

Il est difficile de recommander un ouvrage d’algebre linéaire générale tant ce sujet
a fait I’objet de publications. Osons toutefois le « Cours d’algébre » de R. Godement
[12] et « Algébre linéaire » de notre collegue J. Grifone [16].
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EXERCICES

Exercice 1.1 Matrices triangulaires inférieures

Notons L, I’ensemble des matrices A ¢ C"*" qui sont triangulaires inférieures et
G L, le sous-ensemble de celles qui sont inversibles. Montrer que :

. L, est stable pour le produit des matrices,
.Pourtout Ac L, detA=ay...dau,
. Les valeurs propres de A € £, sont les entrées diagonales a;;,

—1
(R

1

2

3

4. A ¢ L, estinversible si et seulement si a;; # 0 pour tout i,
5. Pour tout A € G£,, la diagonale de A~ est donnée par a
6

. Dinverse d’une matrice A € GL, est lui aussi dans GL, (ceci fait de cet
ensemble un groupe multiplicatif).

7. Calculer I’inverse de la matrice # x »

1
a1
az 0 1
1 0 O 1
a, 0 0 ... 01

Exercice 1.2 Matrices de rang 1
Soient # et v € C” non nuls. On note R la matrice uv* = C*7,

1. Montrer que R est une matrice de rang 1 et que toute matrice de rang 1 est de ce
type.

2. Montrer que les valeurs propres de R sont 0 et (¢, v}, déterminer les sous-espaces
propres correspondants,

3. Montrer que R est diagonalisable si et seulement si {u, v} # 0.

Exercice 1.3

Soient a et b deux nombres réels. Calculer une matrice unitaire U ¢ Us et une
matrice diagonale D € C?*? telles que

a b N
(_b a)_UDU.
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Exercice 1.4
Soient @ et 8 deux nombres réels. Calculer une matrice orthogonale O € Q; et une
matrice diagonale D € R? telles que

2
( lzg 15’:%2 ) — 0DO".

Exercice 1.5

Soient a et » < R” non nuls. Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres
-de 1a matrice 2n X 2n sujvante :

(1 + [la ], ba”
ab? L+ oL |-

Exercice 1.6
Soit A € C"*" et soient x € C" et v € C™ tels que y*Ax # 0. Posons
Axy*A

B=A- .
v:AX

Montrer que :
I.ImBCImA CImB+C Ax,
2. Ker A C Ker B,
3. x € Ker Betx ¢ Ker A,
4. En déduire que rang B =rang A — 1.

Exercice 1.7 Matrice compagnon

Etant donnés » nombres complexes ay, . .., a,—_1, la matrice
00 ... 0 —a
1 ¢ ... 0 —da|
A= 01 ... 0 —dy
00 ... 1 —y—|

est appelée matrice compagnon du polyndme

P(y=ap+ajz+...+a, 12" ' +7".
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Maontrer que le polynéme caractéristique de A est égal a (—1)" P(2).

Exercice 1.8
Soit la matrice par blocs :

A B
=5 5)
avec A e C"™". D e ™" B & C"*™ et C € U™*". Montrer que M est inversible

si et seulement si A et D sont inversibles. Calculer alors I'inverse de M a’aide de A,
B et D. Donner I’inverse de la matrice

(1, B
M_(Ol,m).

? IB; ) avec A = C”X”. D = mem, B ECHX’" etC I (men'

1. On suppose que A est inversible. Démontrer 1’égalité

M — L 0 A 0 I, A'B
“NcaAt o, 0 D-CA'B 0 I, '

En déduire que det(M) = det(A)del(D — CA~!B). Montrer que si de plus
n=met AC = CA, alors det(M) = det(AD — CB).

2. On suppose que D est inversible. Démonirer de la méme fagon 1’égalité

= [ I BD-! A—BD-IC 0 L, 0
Vo0 I, 0 D D-'c I, |-

En déduire que det(M) = det(D)det(A — BD~LC). Montrer que si de plus
n=met BD = DB, alors det(M) = det(DA — BC).

3. On suppose que A et D — CA~!' B sont inversibles. A Paide de 1a question 1
donner une expression de M ! utilisant A= et (D — CA™'B)~1.

Exercice 1.9
Soit M = (

4. On suppose que D et A — BD ™! C sont inversibles. Calculer de méme M~ en
utilisant D' et (4 — BD1C)" L.

5. Sous I'hypothése que A et D ~ CA~!B sont inversibles, montrer grice aux
questions 3 et 4 que A — BD~'C est inversible et que

(A—BD 'Oy '=A"'+ A7 'B(D-CA™!B)"ICA!
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(formule de Sherman-Morrison-Woodbury de mise a jour de I'inverse d’une
matrice).

Application : soient x et y deux vecteurs-colonne de C". On suppose que A est
inversible. Montrer que A + xy™ est inversible si et seulement si y* A~ lx # —1
ctque (A+xy*) 1= A1 — A~ lxy" A7/ (1 +y* 4 x).

Exercice 1.10
Soient 4 et B € C"*”. Montrer que

A B
det ( B A ) =det{A — B) det(A + B).

Exercice 1.11
Soit la matrice par blocs :

1/ I, il,
wo (5,

I —il
-1 _ n [
M= ( —il, Iy )

Soient A et B dans R**”. Montrer que

if A B [ A+iB 0
M (—B A)M_( 0 A—iB)'

Montrer que

En déduire que

—-B A
Sideplus AB=BAona

A BY 9 2
det(ﬁB A)_det(A + B*).

det( A B ) — det(A +iB)det(A — i B) = |det(A + i B)|*.

Exercice 1.12
Utiliser le complément de Schur pour déterminer I'inverse de la matrice 5 x 5
suivante :

1 0012
01 0 21
0 01 3 2
4 1 01 2
1 01 01
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Exercice 1.13
Soit A € C"*" tridiagonale

a b 0 0
c a b
Ala,b,c)=| ¢ 0
: . ¢ a b
g .- 0 c a

ob a,b,c € C avec bc # 0. Nous allons calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de A(a, b, ).

1. On commence par traiter le cas des matrices A(Q, b, ¢). Mom:rer que pour tout

p=1...nlevecteur v'? = 7 .. 17 o v(‘”) (\/_) sm;ﬂ—l est un
vecteur propre de A(0, b, ¢) relatif & une valeur propre A, que 1’on précisera.
Montrer que ces valeurs propres sont distinctes et que les vecteurs v sont

indépendants.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A(a, b, ¢).

Exercice 1.14
Soit A € C"** antihermitienne, ¢’est-a-dire telle que A® = —A.

1. Montrer que les valeurs propres de A sont des nombres complexes imaginaires
purs.

2. Montrer que [, — A estinversible.

3. Montrer que Q = (I, — A)~ (I, + A) (connue sous le nom de transformation de
Cayley) est unitaire et que —1 ¢ spec Q.

Exercice 1.15
Soient x et y deux vecteurs linéairement indépendants de C*. On considére la
matrice A = xy* + yx* € C"*%,
1. Montrer que A est hermitienne, de rang 2 et déterminer Im A.
2. Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les sous-espaces propres associés
(utiliser la décomposition C" = Im A @ (Im A)>). Préciser le cas x, y € R”.

3. Etudier par la méme méthode le cas de la matrice B = xy* — yx* € C"*".
Montrer qu’elle est antihermitienne, ¢’est-a-dire telle que B* = —B, de rang 2,
déterminer ses valeurs propres, ses vecteurs propres et préciser le cas x,y € R".



Chapitre 2

L'arithmeétique « virgule flottante »

Dans ce chapitre nous allons étudier I arithmétique « virgule flottante » puisque ¢’est
elle (ou I'une de¢ ses versions) que le calcul scientifique utilise en machine au lien
de celle du corps R des nombres réels, I1 faut bien avoir conscience du fait que cela
introduit des erreurs d’arrondi et qu’a force d’empiler de telles erreurs on peut aboutir
4 des résultats sans signification. Nous allons définir les nombres flottants, le concept
d’arrondi, les opérations sur les flottants et nous étudierons le probléme du calcul d’un
produit scalaire.

2.1 LES NOMBRES FLOTTANTS

Définition 2.1 Dornons-nous quatre nombres entiers : 8> 1,1 2 |, eqin € —N et
emax € N. Les nombres flottants qui leur sont associés sont les nombres réels suivants

y=d4mx g’

B est la base. en général 5 = 2,10 ou 16,
t est la précision,

e est 'exposant, ¢’est un entier qui vérifie eyin < € < €max ; €min €5t ['exposant
RURIPUM €l ey, est exposant maximum,

m est la mantisse, ¢’est un entier qui vérifie 0 <m < ' — 1.
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La mantisse m d’un nombre flottant peut s’écrire
m=dp ' +.. . +d_1B+d

avec 0 < d; < B —1(d,...d,_d; estdonc Uécriture en base § de I’entier m). On
peut done écrire un flottant

d, d A
y:i(é+é+...+%)ﬁ“

avec emiy < e < emax 10 < d; < B — 1. On utilise plutdt la notation suivante :
y=*.ddy. .. d x B

Définition 2.2 On appelle nombre flottant normalisé les nombres flottants
y=*+.didy...d x °

avec dy # 0. Leur ensemble est noté F.

Le choix des nombres fiottants normalisés privilégie 'écriture .1234 10— plutdt
que .01234 1073,

2.2 ARRONDIS

Définition 2.3 On appelle fonction d’arrondi toute fonction
fl.R—=F

qui associe @ un nombre réel x le flottant fl(x) le plus proche de x.

Ceite définition n’est pas complétement déterministe. I y a plusieurs stratégies
possibles pour définir I’arrondi de x lorsque celui-ci est équidistant de deux flottants.
Par exemple on peut prendre le flottant le plus éloigné de 0.

Définition 2.4 Les concepts d’overflow et d'underflow pour un nombre réel x sont
définis par les inégalités |x| > max,cr |y| et 0 < |x| < minyer, y20 |¥]-

Définition 2.5 L’unité d’arrondi est
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L’énoncé suivant prouve que, dans le changement d’un nombre réel par son arrondi,
on conumet une erreur relative constante ; ¢’est la propriété fondamentale des nombres
flottants.

Théoréme 2.6  Pour fout nombre réel x contenu dans Uintervalle

min _y, max vy,
yelfr, y>0"  yeF, v>0

il existe un autre nombre réel 8, |8 < u, tel que

Flx) = x(1 +8)

ou bien

<u
x

‘ flx)—x

Démonstration. Prenons x € [B¢, ™']. Lorsque x = g le résultat est
évident. Lorsque x > f°, les nombres flottants contenus dans I’intervalle
8%, B ] sontdu type didy...d, x B avecd; #0.0<d; € 8~ 1.
La distance entre deux tels nombres consécutifs est constante et égale a
1" = 28%u. La distance entre x et f{{x) est au plus la moitié de cette
distance c’est 4 dire

[ fl(x) — x| <28%/2 < |xlu.

Remarque 2.1. 1.a norme 1EEE utilise la base 8 = 2. Pour cette norme, les
nombres flottants en double précision ont une précision t = 53 et ['unité
d’arrondi vaut donc # = 273 =2 .11 x 10715, Pour un nombre écrit en base
10, on a ainsi 16 chiffres significatifs aprés la virgule.

Remarque 2.2, Certains auteurs considérent également I'epsilon machine ey
qui est 1a distance entre 1 et le plus petit éiément de FF strictement plus grand.
Pour Ia norme IEEE, on a g3 = 2u et donc, pour la double précision, gy =
272 222 x 10718,
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Remarque 2.3. Le fait que les erreurs d’arrondi soient relativement constantes
n’est pas sans conséquences lorsque ce sont les erreurs absolues qui importent.
Vuici un calcu] effectué i 1’aide de Maple (8 = 10, ¢+ = 10) :

> Digits == 10;

Digits .= 10
> eval f(13 + 2000 + Pi),

6296.185308
> §in(6296.185308);

4201677813
> sin(13.);

4201670368

2.3 L'ARITHMETIQUE FLOTTANTE

Définition 2.7 Notons o 'une des opérations arithmétiques suivantes : +,—, X et /.
On définit I’ opération flottante correspondante par

x0y = fl(xoy)
pOUr tous x et y réels.
Notons, en vertu du théoréme 2.6, qu’il existe 8, |§| < u, tel que
xoy = (x o y)1 + 8).

En général, x et y sont enx-mémes flottants mais il n'y a aucune raison pour que
I opération x ¢ y fournisse un résultat dans F. Reprenons 1’exemple des flottants de
I’exercice 2.1.

v 991099 = fI(1.089) = 1.1
¢ 02x9.9 = fI(.198) = .20,
* 0.97.02 = fI(495) = overflow.

2.4 EXEMPLE : LE CALCUL DU PRODUIT SCALAIRE

Le calcul d’un produit scalaire est une opération essentielle que 1’on retrouve lors
d’un produit matrice-vecteur ou matrice-matrice. Nous allons analyser ce qui se passe
lorsqu’un tel produit est calcolé en arithmétique flottante.



2.4 Exemple : le calcul du produit scalajire 29

2.4.1 Calcul en série

Soient (x1,...,xs) et (¥,..., yn) deux vecteurs-ligne. On souhaite calculer S, =
X1yl +. .. +X, ¥, Bien slir, on doit spécifier quel est I’algorithme de calcul suivi. Nous
prenons :

Pr=x1y1, $1 = P Py = X vies Sket = S+ P,

ce qui conduit a un algorithme fiottant de méme conception mais en y remplacant les
opérations usuelles par leurs contreparties flottantes. On obtient donc, a la place des
Sy, des quantités 5, qui vérifient

o Py = fliaiyy) = xindl +8)),

o 5= P = xyy(1+8p),

o Py= fl(xay2) = xay2(1 + 82),

o S5 = FIS) + Py = (xiyi(L+81) + x2y2(1 + 82))(1 + 83),

o Su=x1y1(1+8)" + 3321 + 8" + x3y3(1 + 8" T+ .+ Xppn(1 48,

avec les notations suivantes : tous les & vérifient |8 < u et une expression du type
(1 + &)* est &crite pour un produit (1 + §;}...(1 + §,). Ils ont la propriét suivante :

Proposition 2.8 Considérons des nombres |8;| < u, 1 <i < n, avec nu < 1. Notons

nu

Yn = 1 —nu

Alors
I_1+8)=1+0,

pour un réel 8, qui vérifie I'inégalité |0,| < yy.

Dans le cas du produit scalaire nous avons obtenu :

® N, =Xy +... + Xy Vn
o S, = Xyl +6,) + 2oy (1 + 0) + x393(1 + 65t + oo+ XnYull +02),

A ce stade de notre analyse nous avons deux interprétations possibles de ce résultat.
La premigre est de constater que ’on a obtenu une estimation de I’erreur absolue
commise dans ce calcul :

'
Sn — S, = xyy10 + 2200, + x3valy | + ..+ 1,00
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Remarquons que cette erreur dépend de I’ordre dans lequel on effectue les caleuls, un
ardre pour lequel

4x1y1| = |x2y2‘ SRR |xn:yn|

semblant préférable. Notons que

S0 — Su| < wan

i=1

La seconde interprétation découle des identités précédeﬁtes et montre que

S, = x1(y1(1 + 6.0 + x2(y2(1 + ) + x3(v3(1 + 81D+ . .. + X (¥ (1 + 62))

autrement dit S‘n peut étre vu comme le produit scalaire exact de deux vecteurs proches
des vecteurs de données : x' = (x, ..., x) et ¥y = (i1 +86,), ..., va(l + 62)). Le
choix fait de x” et y’ n’est bien siir pas unique, toute mixture x’ = (@1Xq,.. ., ¥Xy,)
ety =(B1y1....,Bnyn) avec @ B = (1 + 8,) et cetera est acceptable.

Cette interprétation, introduite par Givens et Wilkinson, est connue sous le nom de
« backward error analysis » ou « analyse rétrograde des erreurs ». Sa signification est
importante pour un numéricien. Si 1'on suppose que les vecteurs x et y sont donnés de
facon approchée (soit résultant de calculs approchés, soit donnés expérimentalement),
le calcul flottant du produit scalaire {x, y} qui nous a conduit & §, = (x’, y') sera tout
a fait acceptable si les vecteurs x’ et y’ sont dans les tolérances du problzme.

Insistons sur le fait que ces deux points de vue sur I’analyse des erreurs peuvent
étre transposés & tout calcul approché : une analyse directe fournit une estimation de |
la taille de 1’erreur commise, une analyse rétrograde donne au calcul sa 51gn1ﬁcat10n

(
2.4.2 Calcul en éventail \/
La stratégie du calcul en éventail consiste & effectuer tous les produits x;y; puis,
pour les additionner, 2 les séparer en deux sous-ensembles, & sommer chacun d’eux
et enfin 4 additionner ces deux sommes. Cette procédure s’ applique aussi aux sous-
ensembles en question puis aux sous-sous-ensembles et ainsi de suite . . . ce qui conduit
au schéma :
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X1¥1
N
X1y +x2¥2
e N
X2y2
X1y +Xoy2 + a3y + xayy
X3y3
N S
X3¥3 + X4¥a
/
X4¥4

Le calcul en flottant du produit scalaire S, = x|y, +. .. + X, y, selon cet algorithme
conduit au résultat suivant

Sp = xiv1(L+6D) + xy2(1 + 6 + ...+ xpyn(1 + 8™)

ot chacun des nombres 6% vérifie

Nu
1 —Nu

|67 < yw = , N =1+Tlog,n].

Ainsi "
185 = Sul < ¥ Z |x; yi |
i=1

et la borne obtenue pour cette erreur absolue est bien moindre que pour le calcul en
série.

2.5 NOTES ET REFERENCES

Le lecteur voulant en savoir plus peut consulter le livre de J.-M. Muller « Arithmétique
des ordinateurs » [25] qui est téléchargeable gratuitement via le site
http:/fprunel.ccsd.cnrs.fr/ens]-00086707

ou bien I’ouyrage plus récent de J.-C, Bajard et J.-M. Muller « Calcul et arithmédgue
des ordinateurs » [4].
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EXERCICES

Exercice 2.1

Quels sont les nombres flotiants normalisés correspondant aux parameétres 8 = 10,
£ =2, tmin = —lemax — L.

Exercice 2.2

Montrer que le plus grand des nombres flottants normalisés positif est ffox(1 —87°)
et le plus petit Somin—1.

Exercice 2.3
Dans le systeme des nombres flottants de "exercice 2.1 calculer I’expression
3(4/3 — 1) — | en suivant le schéma

4/3 > 4/3 -1 53(4/3-1) = 34/3-1)— L

Effectuer ce méme calcul sur votre calculette ou bien a I'aide de Maple en prenant
« Digits := 20 ».

Exercice 2.4
Prouver la proposition 2.8.
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Normes sur les espaces de matrices

Un espace de matrices tel que R™ ™" ou C™*" étant un espace vectoriel de dimension
finie on peut lui associer toutes sortes de normes qui, rappelons le, sont toutes équiva-
lentes, ¢’est-d-dire définissent la méme topologie. Mais toutes ces normes possibles
n’ont pas forcément un bon comportement vis-a-vis de la multiplication des matrices
ou des produits matrice-vecteur, & la différence des normes matricielles que nous
introduoisons ict.

3.1 NORME D'OPERATEUR

Définition 3.1 Une norme sur C**" est multiplicative si || AB|| < || Al || B|| quelles
que soient les matrices A et B ¢ CT"%%,

Définition 3.2 Une norme sur C"*" est consistante avec des normes ||. ||, sur C”
et [.||n sur C* si ||Ax||,, < [|A|l ||x||, pour toute matrice A € C**" et tout vecteur
xeCn

Fitant donné deux espaces vectoriels normés de dimension finic E et F, nous notons
par L(E, F)’espace des applications linéaires L : E — F.

Définition 3.3 La norme d’opérateur sur I'espace L E, F) est définie par

LG

L = -
x€E, x#0 H-x“

Remarquons que dans cette définition nous notons de la méme maniére la norme de
E, celle de F et celle de L(E, F'). Le contexte permet de s’y retrouver.
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Par définition du supremum (le plus petit des majorants) [|L|| est la plus petite des
constantes C ¢ R qui vérifient

L) < Clixll

pour tont x € E. [Yautres caractérisations des normes d’endomorphisme sont données
a I'exercice 3.1.
Prapasition 3.4 La norme d’opérateur posséde les propriétés suivantes :
1. C’est une norme, c’est-a-dire que
a) [|L]l =0,
b) |L|| = 0 st et seulement si L = 0,
¢) ||[AL|| = |A| |L|| pour tout scalaire A,
d) IL+ M| < |IL|l+ M|
2. Elle est consistante : pour tout x € E
LG < LA I=]l i
3. Pourtout L € L(E,F)et N € L(F,G), ot G est un troisiéme espace norme,

[N o Ll < fINHIL]

Nous ne démontrerons pas cette proposition.
Exemple 3.1:

1. La norme d’opérateur d’une matrice A € C™*" associée 2 la norme

n

%] = > |x]

ji=l

sur C" et
Iyl =" vl
i=1

sur C™ est donnée par

H

140 = x>l
i=
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2. La norme d’opérateur d’une matrice A ¢ C™*” associée & la norme

= II :
¥loo = max x|

sur C” et
I¥lloo = max |y
sur C est donnée par

I3

1Al = max 3 .

1<i<m -
i=1

3.2 RAYON SPECTRAL

Définition 3.5 Le ravon spectral d’une matrice A € C"*" est le nombre
A Iy

pA) = AEIE}Jaci(A Al

Le rayon spectral d’une matrice joue un rdle central dans 1’analyse de nombreux
phénoménes et il est important de pouvoir le calculer. Voici deux résultats en ce sens :

Proposition 3.6 p(A} < (| Al pour toute norme consistante.

! Démonstration. 'Si x estun vecteur propre unitaire associé i la valeur propre
i Ade Aona: -

Al = [A] x|l = [[Ax]| = § Ax]| < [[A] [|<]] = [|A]]-

Théoréme 3.7 (Théoréme de Gelfand) Pour toute matrice A &€ C"*" et pour toute
norme sur C**"
. t
p(A) = lim ||A”]|"7.
p—roo

Démonstration. Montrons tout d’abord que la valeur de |a limite est indé-
pendante de la nonne choisie. Notons ||.||, une norme sur € " pour laquelle

p(A)= lim || 47|}/
pP—00

et établissons le résultat pour une seconde norme ||.||,,. Elle est équivalente a
la premiere ¢’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives « et S telles
que

al[Bl, <||Bll, < BBl
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our toute matrice B € C"*". Prenons B = A? et passons aux racines
p P
p-ieémes, on obtient

a7 4P| <A, < B || AP

Il suffit alors de passer a la limite lorsque p — oc pour obtenir le résultat.

Nous allons prouver le théoréme dans un cas simplifié : celui ol A est
diagonalisable. On peut alors écrire A = PDP ! avec D — diag(A;) ol les
A; sont les valeurs propres de A. Prenons pour norme sur C"*”

B|| = rlepy,|.
IBIl = max |(P~ BP);]
Puisque A? = PD? P~! nous obtenons : ‘\--,.\\

;N

1/p
1 1
= (s 1) = e 417 < o

3.3 LA NORME SPECTRALE

Définition 3.8 La norme spectrale d’une matrice A € C™*" est la norme d’opérateur
associée aux structures hermitiennes canoniques de C" et C" :

Ax
el = sup 122 _ ey |

w0 |IxXlly  fxll=t 2

(voir ['exercice 3.1) avec
n

ell,? =3 il

i—1

Théoréme 3.9 La norme spectrale d'une matrice A € C"*" est égale & la racine
carrée du rayon spectral de A*A :

2 *
|All; = p(A*A)
et, lorsque A est hermitienne,
|A]l, = p(A).

! Démonstration. Remarquons que A™ A est une matrice hermitienne et que
1 scs valeurs propres sont > 0. En effet (A"A)" = A*A™ = A"A et si
1 A*Ax = Ax avec x # 0 on obtient, en multipliant a gauche par x*,

lAx |3 = x" A" Ax = Ax"x = Allx]l3
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de sorte que A = 0. En vertu du théoréme spectral (théoréme 1.6) on peunt
décomposer A*A = UDU* avec U nnitaire et £ = diag(A;) o les A; sont
les valeurs propres (= 0) de A*A. Revenons & la définition de la norme
spectrale. On a : \]AH% =

max |Axii= max x*A*Ax = max x*UDU"x = max y*Dy
flxll;=1 T =t Ilx fiz=1 flxl,=1
avec y = UU™x. Mais puisque U/ est unitaire, lorsque x décrit la sphére unité
dans C”* il en est de méme pour y de sorte que

|All3 = max y*Dy.
S v

Le maximum de y*Dy = Y., A |y,-|2 sur la sphere vnit¢ est égal &
A; = max; A, = p(A*A), il est atteint lorsque y = e; le vecteur dont
les coordonnées sont nulles sauf celle d’indice ¢ égale & 1. Ceci établit la
premiére identité. Pour 1a seconde on note gue

p(A*A) = p(A’) = p(A)

lorsque A est hermitienne.

Remarque 3.1. La norme spectrale d’une matrice-colonne ¢ € C™*! est égale

a sa norme en tant que vecteur de C” : flafl, = v/ Sor_, lai|*. La notation l|af],
n’est donc pas ambigué. Il en est de méme pour les vecteurs-ligne.

La norme spectrale est nnitairement invariante :

Proposition 3.10 Quelles que soient la matrice A € C"*" et les matrices unitaires
UVelUy,eaVel,ona
[UAVIl, = [|All,.
Démonstration. |[UAV(s = p(VFA*U'UAV) = p(V*A*AV) =
P(A*A) = ||A]|>- La premiére égalité vient du théoréme 3.9, la seconde

a lieu parce que I/ est unitaire et la troisiéme parce que V*A*AV et A¥A
sont semblables.

3.4 LA NORME DE FROBENIUS

Définition 3.11  Etant donné deux matrices A, B € C"*" posons
P

(A, B} = trace (B* A).
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C’est un produit scalaire hermitien sur C™*" et l’'on a

<A’B>F = Z aijb_ij.

m
o

//\ //\
//\ !f\

1
1
La norme associée a ce produit scalaive s’appelle la norme de Frobenius :
2 2
| A = trace (A*A) = Z |ai;|”

1 "
1 it

N

i
i

NN

Voici quatre propriétés de la norme de Frobenius :
Praposition 3.12

1. Elle est multiplicative : pour tour A € C"*" et B ¢ C"*P
IABl, <Al 1B,
2. C’est une norme consistante avec ||.||2 : pour tout A ¢ C"*" et x € C"
1A < 1Al [1xll2
3. Constantes d’'équivalence : pour tout A € C"*"
1Al < A1l < v || Ally,
4. Pour tous A € C™*" et B € C"*F

[AB] - < [|All, | Bl -

Démonstration. 1 se déduit de 3 et 4. 2 provient de 1 en prenant pour
matrice B la matrice-colonne x. 3 s¢ prouve ainsi: notons A; = Ay = ... =
An ; 0 les valeurs propres de A A (voir le théoréme 3.9 et sa preuve). On a
||A||2 = p(A*A) = A et ||A||F = trace (A*A) = Aj+ A +. ..+, < nAjce
qui prouve 3. Reste & prouver 4. Notons b; la j—iéme colonne de B. On a

P

r
2 2 2 2 2
IABIZ =" 1Abi15 < S JIAIL IB; 15 = AN ||BII; -
j=1

j=1

Une derni¢re propriété 1mportante de la norme de Frobenius est son invariance
unitaire :

Proposition 3.13 Quelles que soient les marrices A € C™*" et les matrices unitaires
Uel,erVeU,ona
”UAV”F = ”AHF :
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Démonstration. HUAVH; =trace (V*A"U*UAV) = trace (V*A*AV) =
trace (A*A) = ||A iﬁ, : 1a premiére égalité vient de la définition de la norme,
la seconde de U*U = I, et la troisieme d’une propriété classique de la
trace : trace (P~ A*AP) = trace (A* A) pour toute matrice inversible P
(voir le paragraphe 1.7).

3.5 LE THEOREME DE PERTURBATION DE NEUMANN

En perturbant une matrice carrée inversible on récupére une matrice qui est encore
inversible ou, en termes plus savants, le groupe linéaire GL, est ouvert dans C™*".
Voici une version quantitative de ce résultat ;

Proposition 3.14 Notons ||| uite norme multiplicative sur C**". Si ||Afl < 1 alors
I, — A est inversible et son inverse est la somme de la série absolument convergente

o0
(h—A) =3 Ak
k=0

De plus
1
P

| T[4
Démonstration. La série est absolument convergente parce que HAkH <
||AHk qui est le terme général d’une série convergente. Pour calculer sa
somme on passe a la limite dans I'identité

b
i, — APH =, - A)Z Ak
k=0

en remarquant que A?*! — O puisque c’est le terme général d'une série
convergente. On a enfin

e o]

> A

k=0

[ 2y =

gfill ———“A”

Corollaire 3.15 Notons {l.|| une narme multiplicative sur C**" et soit B € GlL,. Si
A < HB ‘|| alors B — A est inversible.

Démanstration. Onécrit B— A = B(I, - B~ ! A) et on note que “B IAH
(B~ Y[ |All < 1. On applique alors la proposition précédente.

Ce corollaire signific que la boule ouverte de centre B et de rayon |[B™1|| est
contenue dans GIL,. Ceci prouve que cet ensemble est ouvert.
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3.6 NOTES ET REFERENCES

L’axiomatisation de ce que I"on appelle aujourd’hui « espace de Banach » a été€ forma-
lisée par S. Banach dans sa dissertation (1920) bien que d’autres auteurs tels Wiener et
Minkowski aient eu leur contribution. L’inégalité de Cauchy est due a Cauchy (1821),
on hii associe souvent les noms de Schwarz et de Bunyakovski. La norme spectrale
(notée ici ||.||2) a été introduite par Peano (1888) et la norme de Frobenius (notée
|-Il7) par lui-méme (1911). Nous avons aussi rencontré Israil Gelfand (1913- ) et
Carl Neumann (1832-1925) sur la série des puissances d’un opérateur ... 4 ne pas
confondre avec d’autres Neumann !
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EXERCICES

Exercice 3.1

Montrer que les quantités suivantes sont égales

LIL| = sup.ep, .0 1L

fLx
SUP x| <1, x£0 [z} *

Mo

Sup|lx|I:l “L)C“ 3

Sup| 7«1 ILx]|,

|Lx]
SUP x| <1, x£0 T

Sup”x“<1 “Lx“ .
Montrer que les cing premiers supremums sont des maximums! .

NSk

Exercice 3.2
Démontrer les affirmations contenues dans I’exemple 3.1.

Exercice 3.3

Montrer que les valeurs propres de A ¢ C"*” sont contenues dans le disque de
centre 0 et de rayon Maxig <n 0 re ;-

Exercice 3.4
Soit A € C"*". Montrer que si p(A) < | alors I, — A est inversible.

Exercice 3.5

Prouver le cas général du théoreme 3.7. Raisonner de fagon similaire mais au lieu de
la forme diagonalisée A = P D P! utiliser la décomposition de Jordan (théoréme 1.5)
A = PJP~t. Remarquer que J s’écrit J = D + N avec D diagonale, N nilpotente
(N" = 0)et ND = DN pour calculer J7.

1. Maximum, minimum, supremum et infimuam font leur pluriel soit en wms comme dans minimurms soit
en ma comme dans mintma.
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Exercice 3.6

Soient ¢, b, ¢, d quatre nombres réels. Calculer les normes spectrale et de Frobenius
a b+ic

de 1a matrice b—ic d

Exercice 3.7
Calculer la norme de f,, pour les normes ||.||1, ||

2 |-llsos ||-] -

Exercice 3.8
Montrer que ||U||, = 1 et ||U]| = +/n pour toute matrice unitaire U € U,.

Exercice 3.9

Calculer les normes spectrale et de Frobenius de la matrice A =

o - n
— ln
B

Exercice 3.10

Soit A € R™*". Montrer que A est diagonale si et seulement si A est symétrique et
a ses valeurs propres sur la diagonale (utiliser la norme de Frobenius).

Exercice 3.11
Soient A € C"*" et ¢ > 0. Montrer qu’il existe une norme matriciefle multiplicative

N telle que :
N(A) < p(A) +e.

On procede de la fagon suivante : notons & = p(A) + . D’apres le théoréme de
Gelfand il exisie un entier p > 0 tel que

1
IAP|y? < a.

On pose alors
p—1

NGy =) a7 Al

i=0
pour tout x & C”.
1. Montrer que ¢’est une norme sur C”,

2. Montrer que la norme d’endomorphisme qui est associée & N (que I’on note
aussi V) vérifie N(A) € a,

3. Conclure.
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Exercice 3.12
Soient x,y € C". Montrer que [|xx*||, = |x¥* | = |x|, ||l ol =
5], |3l oo et que [[xy* |l o, = lx i [[¥H5-

Exercice 3.13

Soient A € GL, et H € C"**, Montrer, en utilisant le théoréme de perturbation de
Neumann, que
A+ HY ATy ATTHAT!
Iim = 0.

H—0 | H]]

Cette identité montre que 1'application Znv : A € GL, — A7 € GL, est dif-
férentiable et en donne la différentielle en A dans la direction H : DZInv(A)H =
—AT'HATL

Exercice 3.14 Exponentielle de matrice
[’exponentielle d’une matrice A € C"*" est définie par

exp(A) = Z T
k=0

Le but de cet exercice est d’étadblir quelques propriétés de I'exponentielle, Montrer
que :

1. Cette série est absolument convergente et que, pour toute norme multiplicative,
lexp(A)]| < exp ([l Al
. exp0) = 1,

[ gw]

3. S1 AB = BA alors exp(A + B) = exp{A) exp(B),

4. exp(A) est inversible, calculer son inverse,

5.SiA= PDP~!avec P € GL, alors exp(A) = Pexp(D)HP~',

6. En déduire que les valeurs propres de exp(A) sont les exponentielles des valeurs
propres de A,

7. detexp(A) = exp(trace A),

8. t € R — exp(rA) € C*" est différentiable et

d
I exp{tA) = Aexp(tA).

9. Soient x, y &€ C” distincts de zéro. Calculer exp(xy*) (distinguer les cas x*y # 0
etx*y — Q).
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10. Soit A hermitienne et A = UAU™ sa diagonalisation avec I/ unitaire et A =
diag(Ay, ..., A,) diagonale. Ecrire A sous forme d’une somme de matrices de
rang un. En déduire 1’expression de exp(A) sous forme d’un produit de matrices
qui commutent entre elles.

Exercice 3.15
Soit A & C"™**. Montrer que

I(5 %)

Exercice 3.16
Montrer que pour toute matrice A € C"*" on a ||4||, = ||A*|x. En déduire que

lAllz < VAL A]loo-

2
ANl +2+[[All, /lAll; +4

2

2

Exercice 3.17

Un carré magique est une matrice C € R**” dont les entrées sont les entiers de 1 &
n® rangés de telle sorte que la somme des termes d’une méme ligne ou d'une méme
colonne soit 1a méme. Par exemple

T = N
W th =l
RN S

est un carré magique 3 x 3. Montrer que dans un carré magique C d’ordre 7 la somme
des lignes vaut n(n? + 1)/2 et que ce nombre est aussi égal & | C|},.

Exercice 3.18 Matrices a diagonale strictement dominante
Une matrice A € C"*" est & diagonale strictement dominante lorsque

i) > > |y

J#

pour tout {. Montrer qu’une telle matrice est inversible (utiliser le corollaire 3.15 et la
norme |||, de I'exercice 3.2).
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Exercice 3.19
Calculer la norme spectrale de 1a matrice n + 1 x n + 1 suivante :

1

o 1 ...
1 0 ... 0

Exercice 3.20
Montrer que pour toute matrice M € C"*" ona:

2
M
det(l, + M*M) < (1 + w)
n

Exercice 3.21

Montrer que G, est dense dans C"*” : toute matrice A € C"*" est limite d’une
suite de matrices inversibles (utiliser la décomposition de Jordan de A ou bien la
décomposition de Schur).



Chapitre 4

La décomposition en valeurs
singulieres

4.1 DEFINITION

Nous avons vu, au chapitre précédent, que la norme spectrale d’une matrice A € C™**
est égale a la racine carrée de la plus grande valeur propre de A* A. Plus généralement,
posons :

Définition 4.1 Les valeurs singuliéres de A € C"*" sont les racines carrédes des
valeurs propres positives (> Q) de A* A.

Remarque 4.1.

1. Nous avons démontré au cours de la preuve du théoréme 3.9 que les valeurs
propres de A* A sont positives ou nulles. Il est donc loisible d’en considérer
les racines carrées.

2. On trouve ¢a et la une définition des valeurs singulieres qui accepte 0 : ce
sont alors les racines carrées des valeurs propres de A* A. Nous ne trouvons
aucun avantage i cette définition.

3. Les valeurs propres positives de A*A et AA* sont les mémes. Il n’y a donc
pas des valeurs singulieéres « & gauche » et des valeurs singulieres « & droite »
(voir I’exercice 4.1).

4. Sil'onnote oy 2 ... = o, > 0 les valeurs singuliéres de A alors

A} = 0] = p(A*4)
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et
||AH2 = Uf +... +(73 — trace (A*A).

Théoréme 4.2 {Décomposition en valeurs singuliéres}) Pour  toute  matrice
A ¢ C"*" de rang r, il existe des matrices unitaires U € U, V € Uy, et une matrice
Y e R™*" relles que :

D 0

— Srr* —
A=VIU" % (0 0

), D e R, D=diaglv,,...,0.)

ot oy = ... = o, > 0 sont les valeurs singulieéres de A. Cette décomposition
s appelle la décomposition en valeurs singuliéres de A (singular value decomposition
ou SVD en anglais).

Démonstration. Puisque A™ A est hermitienne, par le théoréme specitral
(théoréme 1.6), on peut écrire que

o} \

~

UA™AU =

0

pour une matrice unitaire ' & U,. Notons uy,...,u, les colonnes de U.
L’ écriture précédente prouve que les vecteurs Au;, 1 < i < n, sont deux
a deux orthogonaux, que ||Au;|, = o;. 1 <@ < r, et que Aw; = 0,
r+1<i < n Posons

v = A /o, 1 <i r.

Ces r vecteurs de C™ sont orthonormés. Complétons-les pour en faire une
base orthonormée de C™. On obtient une matrice unitaire V < 1, dont
les colonnes sont vy, ..., v, €t, par construction, AU = V. Cette identité
prouve aussi que le rang de A est égal au nombre de valeurs singulieres.

Remarque 4.2.

1. Il n’y a pas unicité de la décomposition en valeurs singuliéres. Par exemple
I, = UL, U™ pour toute matrice unitaire U € U,. C’est donc un abus que
d’utiliser I’ article défini « la» !
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2. Notons U, et V, les matrices obtenues 4 partir de I/ et V en ne conservant
que les r premiéres colonnes. On a aussi

A=V,DU],
c’est la décomposition en valeurs singuliéres réduite.

3. Lorsque A est une matrice réelle, on peut prendre pour I/ et V des matrices
orthogonales.

4. La démonstration du théoréme 4.2 montre que 'image par A de la sphére
unité dans 1'orthogonal du noyau de A (ensemble des vecteurs x € (Ker A)*
de norme 1) est I'ellipsoide dans le sous-espace Im A C C™ dont les axes
sont portés par les vecteurs v;, 1 < i < r, etla longueur des demi-axes o; :
six =3, xuavecy . x;|" = 1alors Ax = Y7_, o, 50; et

r 2

§ :‘aixi‘ -1
T —

; a;

i=1 i

4.2 CALCUL DES VALEURS SINGULIERES

Les valeurs singuligres de A sont les racines carrées des valeurs propres positives de
A*Aoude AA* : il vaut mieux choisir celle de ces deux matrices qui a la plus petite
taille ! Ceci ramene le probléme du calcul des valeurs singuliCres & un probleme de
valeurs propres pour une matrice hermitienne.

Une autre approche possible est basée sur la proposition suivante :

Proposition 43 Soit A ¢ C™*" dont les valeurs singulieres sont oy, 1 <0 < r.

A I C(m+n)><(m+n) sont iﬂ'i,

Les valeurs propres non nulles de la matrice f* 0

I <igr.

4.3 NOTES ET REFERENCES

La décomposition en valeurs singulieres a été introduite par Eugenio Beltrami (1873)
et indépendamment par Camille Jordan (1874) & propos de leurs études sur les formes
guadratiques. On doit 2 Jordan la forme normale du méme nom (théoréme 1.5).

La décomposition en valeurs singulires est un outil important de 1’algébre linéaire.
Elle joue un role essentiel en statistique (analyse en composanies principales), com-
pression des données (approximation d’une matrice par une matrice de rang donné),
traitement du signal, reconnaissance des formes, linguistique (analyse sémantique
latente) et cetera.
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EXERCICES

Exercice 4.1

Montrer que si A € C™*" et si B € C"*" alors les valeurs propres non nulles de
AB et de B A sont les mémes. Montrer que lorsque m = n les valeurs propres de AB
et de BA sont les mémes.

Exercice 4.2
Calculer une décomposition en valeurs singuhiéres de la matrice A —

1 V2 o
I 0 V2 )
Exercice 4.3

Calculer les valeurs singuli€res ainsi que toutes les décompositions en valeurs
singuliéres d’une matrice colonne.

Exercice 4.4

Déterminer la décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice hermitienne en
fonction de ses éléments propres.

Exercice 4.5
Démontrer la proposition 4.3. On procedera de la fagon suivante :

1. Soit A une valeur propre non nulle de la matrice augmentée :

(& 8)()(3)

avec x ou y non nul. Alors x et y sont tous deux non nuls et A*Ay = A%y.

2. Réciproquement, si A*Ay = A%y avec y # 0, montrer que -=A sont valeurs
propres de la matrice augmeniée.

Exercice 4.6

Montrer que le rayon spectral d’une matrice est plus petit que la plus grande de ses
valeurs singuliéres.
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Exercice 4.7

Montrer que, pour tout A € G, les valeurs propres de A~' sont les inverses des
valeurs propres de A et que les valeurs singuligres de A—! sont les inverses des valeurs
singulieres de A.

Exercice 4.8

Etant donnés » nombres complexes z1, . . ., z, calculer le polyndme caractéristique
et les valeurs singuliéres de |a matrice

In 1

(les entrées de Z sont nulles hors de la diagonale et de 1a premicre colonne).

Exercice 4.9
Donner la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice

Th @R ©

1
0
B
0



Chapitre 5

Le probleme des erreurs

5.1 INTRODUCTION

Nous allons analyser a partir de quelques exemples modeles le probléme des erreurs
en analyse numérique. Mais au juste, pourquoi fait-on des erreurs ? Trois causes
principales peuvent &tre envisagées :

5.1.1 Les erreurs de modélisation

Nous entendons par 12 le fait de remplacer un modéle du probléme initial par un modele
simplifié. Un exemple classique est celui du pendule simple : les oscillations d’un tel
pendule sont données, en 1’absence d’amortissement, par I’équation différentielle du
second ordre

0" = —§sine

ol g est 1’accélération de la pesanteur, ! la longueur du pendule et @ I'angle que fait le
pendule avec la verticale. Sous 'hypothése des « petites oscillations », on estime que
sin # = @ et I'équation devient

6”:*56
i

qui est une équation linéaire  coefficients constants.

De telles simplifications du modele sont le pain quotidien du physicien et du mathé-
maticien appliqué : nos moyens d’investigation ne permettent que rarement de consi-
dérer les problemes naturels dans toute leur complexité.
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5.1.2 Lles erreurs de données

11 arrive que les paramétres du probleme soient des données expérimentales obtenues
avec une marge d’erreur ou bien des données issues d’un calcul approché. Nous ne
traitons donc pas le « vrai » probléme mais un probléme voisin et la question se pose
de savoir comment une telle erreur sur les données se répercute sur la solution : nous
devons estimer la distance de la solution S{a) associée au paramétre a 2 la solution
S(a”) associée 4 un parameétre a’ proche de g, ¢’est le probleme de la sensitivité aux
erreurs.

Il y a deux approches possibles a ce type d’étnde : une approche directe qui est
trés utilisée en algébre linéaire ¢t une analyse au premier ordre fondée sur le calcul
différenticl. Par exemple, I’erreur commise dans le calcul de la racine carrée d'un
nombre réel positif a est, pour tout i > 0,

h h
va+h—+a= € .
va Va+h+ya  2va

C’est un exemple d’approche directe. Par le calcul différentiel on obtient :

v om
a+ —\/&—2\/E+O(h).

Dans ces deux cas, I'expression s /2\/a fait intervenir I'erreur 4 d’une part et un
facteur multiplicateur indépendant de cette erreur : 1/24/a. Ce facteur ne dépend
que du probleme (ici le calcul des racines carrées) et d’une instance de ce probleme
(le nombre a). Il conduit au concept de conditionnement du probléme. Dans notre
exermiple on pose

1
cond(,/.,a) = ﬁ

gui est un nombre indépendant de 1a perturbation /1, de sorte que, au premier ordre

va+h— \/(_]',[ < cond(y/., a)|h|.

5.1.3 Les erreurs de calcul

Une fois le probleme posé, vient le moment d’introduire un algorithme pour en calcu-
ler 1a solution. Cet algorithme va &tre une source d’erreurs pour trois raisons princi-
pales :

1. Les processus limites sont arrétés aprés un nombre fini d’étapes,

2. Les nombres irrationnels, les fonctions transcendantes sont remplacés par des
approximations,

3. Lutilisation d’une arithmétique de précision finie (virgule flottante par exemple).
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_ Leffet de ces erreurs est de remplacer la solution S{a) par une solution approchée
S(a) qui dépend du probléme, de I'instance a de ce probleme et de 1’algorithme utilisé.

Pour analyser ce type d’erreur, il est d’usage de procéder en deux étapes :

1. L’estimation de 'erreur S(a) — S{a) proprement dite,

2. L’analyse rétrograde de cette erreur.
Qu’est-ce que cela signifie 7 11 s’agit de df,tennjner le (ou un) paramétre a, le plus
proche possible de a, pour lequel 5(a) = &(a), autrement dit, étudier le probleme de
minimisation

inf ||a —all.
Sar=8(@)

La valeur de ce minimum est I’ erreur rétrograde ou erreur inverse du probléme : elle
permet de valider I’ algorithime choisi dans la mesure ol cette erreur rétrograde est du
méme ordre que la précision des données.

Dans le cas des racines carrées, supposons que 1’on ait calculé «/a + e au lieu de
V. Si e est suffisamment petit pour que /¢ +¢ > Qona

Vi+te—va

avec
G=a+e +2a.

Lerreur inverse est donc
d—a=e +2evd ~2e/a

au premier ordre. Si la précision avec laquelle a est donné est du méme ordre que
2e+/a nous pouvons estimer que le calcul a été effectué avec une précision suffisante.

Nous voyons, sur cet exemple, que I’erreur inverse est le produit de I’erreur e
par le coefficient multiplicateur 2+/¢ indépendant de cette erreur que nous appelons
conditionnement inverse du probléme.

5.2 CONCEPTS GENERAUX

Considérons un probléme que nous modélisons par une application
S.E—F.

E est I’espace des instances du probléme, [ est I’espace des solutions du probleme et
S est 'application « solution ». Voici quelques exemples de telles situations :
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1. Systémes d’équations linéaires. Soit A € C"*” une matrice inversible. Il s’agitde
résoudre I’équation Ax = b. Ce probléme est décrit parladonnée deb ¢ E = C”
et sa solutionest S(by = A~ b € F = C™.

2. Racines carrées. E =]0, oo ’ensemble des réels positifs, F =]0, oo[ et il faut
calculer 1a racine carrée d’un nombre a > (. L'application solution est S{a) =
Va.

3. Le probléme symétrigque des valeurs propres. E = §,(R) est I’espace des matrices
n x n réelles et symétrigues, F = R" x R. Etant donnée A € §,(R) le probleéme
considéré consiste & rechercher un couple (x,A) € K" x Rtel que Ax = Ax et
lx]|> = 1. La définition de § n’est pas explicite : la solution (x, A) est décrite
par un systéme d’équations algébriques. On va donc utiliser le théoréme des
fonctions implicites.

4. Equations polynomiales. B = P4(C) est I’espace des polyndmes complexes de
degré < d et F = C. Le probleme posé est le calcul des racines d’un poly-
néme f € P,4(C). La définition de I’application solution fait elle aussi appel au
théoreéme des fonctions implicites.

Le premier probléme 3 envisager est celui de la sensitivité : on veut savoir comment
varie la solution S(a) € IF lorsque 1’on fait varier a € E. On suppose ici que S est de
classe C'. Dans ce contexte, pour deux entrées voisines a eta’ € E, ona

S(a')y — S(a) = DS(a)@' — a)+o(|a’ — a|))
d’ol, au premier ordre (c’est le sens du 1 en indice),
[S(a’y — @ <1 | DS(a)] |’ — 4.

Le nombre || DS(a)|| (notme de I’ opérateur linéaire DS(a)) est appelé le conditionne-
ment du probléme. 1l dépend du probléeme (S5), de 'instance considérée (a) mais pas
de I’erreur sur les données (a’ — a).

Le second probléme 3 enyisager est celui du calcul approché de S(a). Nous suppo-
sons que & est connu de fagon exacte mais que I’on calcule une quantité S(a) proche
de S(a). L’analyse rétrograde des erreurs consiste a considérer la quantité calculée
S(a) comme la solution exacte S(a) d’un probléme associé & une instance a voisine
de 4. On cherche alors 2 estimer ||& — alf ce qui permet de savoir si la réponse S(a)
est plausible compte tenu de la précision avec laquelle on connait a. Cette approche
conduit & I’étude du probléme d’optimisation

min fiad — al
SEH=5)

dont la valeur est appelée erreur inverse ou erreur rétrograde.
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Supposons, pour simplifier I'exposé, que la solution de ce probléme de minimisation
soit donnée par une application de classe C'

R:F—=LE

Par construction nous avons
R(S@yn=a

pour tout a. L’erreur inverse du probléme est donnée au premier ordre par

min  [a —a = |R(S@)) - R(S@)| =
S(@)=5(a)

|DRS@) ($@ - S@) +o (8@ - S@]) || <1 | DRES@) 5@ - S@].

Le nombre | DR(S(a))|| est appelé le conditionnement inverse du probleme. 1l ne
dépend lui aussi que du probleme (S5) et de I'instance considérée (a) mais pas des
erreurs de calcul S(a) — S(a).

5.3 LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

Bien souvent I’application solution associée A un probléeme donné n’est pas connue
de facon explicite mais au travers d’une « équation définissante ». C’est le cas, par
exemple, pour le probléme des valeurs propres ou bien pour les racines d’un polynéme

d

f@=> af=0.

k=0
Drune facon générale on dispose d’une application de classe C*

F:ExF—-G

et le probléme est décrit par ’équation F(x,y) = 0. Par exemple, dans le cas des
équations polynomiales, F est la fonction d’évaluation

F:PJ(C)XCHC! F(fﬂz)= f(z)1
et dans le cas du probléme symétrique des valeurs propres

F:SR) xR xR - R" xR, F(A,(x,A)= ( L )

JxlE -1

Le théoréme des fonctions implicites est adapté & 1’analyse de telles situations :
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Théoreme 5.1 Soit F : E x F — G une application de classe C' oi E, F et G sont
des espaces de Banach. Supposons que Fla,x) = 0 et que Dy F(a,x) : F — G soit
un isomorphisme. Sous ces hypotheéses, il existe un voisinage ouvert V, de a dans &
et une unique fonction S définie et de classe C' sur V,, & valeurs dans un voisinage
ouvert V, de x dans I et telle que

S@)=x et Fld',8a')=0
pour tout a’ € V,. De plus,
DS(a) = —DyF(a,x)" D) F(a, x).
Nous atlons illustrer ce théoreéme a I’aide de I’exemple suivant ;

5.3.1 Equations polynomiales : conditionnement

Avant tout, introduisons une structure hermitienne sur 7, (C). Son produit hermitien

est défini par
d JNT L
<f’g>:Z(k) arby

k=0

avec f(z) = Zfzo azt et g(z) = Zf:(} bz*. Soit x € C donné. Notons
px(2)=1(1 +x2)? € Py
On vérific facilement que
f(X) = (f: px)

ce qui implique, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

IFOL< ST pell -
En prenant f — p, on obtient

2 ]
Px(x) = (px, px) = || psl|” = (1 + |2 [2)*

de sorte que

FON < 711+ <2,
Calculons maintenant e conditionnement du calcui des racines d'un polynéme. Soit

F.PCyxC—C, F(f,2)= f(z.
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Les dérivées partielles de F sont données par :
DiF(f,2) : PiC) = €, DiF(f.2)f = [(2)

et
Dy F(f.2)= f'(2)

Donnons-nous f et x tels que f(x) = 0. Le théoréme des fonctions implicites ne
s"applique que si D> F(f, x) est un isomorphisme ¢’est-a-dire, daus ce contexte, si
f'(x) # 0. Cela signifiec que x est une racine simple de f. Sous ceftte hypothese, il
existe une application solution & définie dans un voisinage de f, a valeurs dans un
voisinage de x, telle que §(f) = x et g(S(g)) = O pour tout polyndme g dans ce
voisinage. On a, au premier ordre, ¢’ est-a-dire & un terme en o(f — g) prés,

S(gy= S(f)+DS(fNg—~ )

¢’est-a-dire

(g — fix)
S(gymx =212
() = x Fx)
de sorte que
lg(x) = f(x)| (1+ |x[H*?
S —x =" g — -

Le conditionnement du probléme associé 4 cette norme est donné par
(1 + |7y
|f(x)]

Noter que ce conditionnement est d’autant plus « mauvais » (¢’est-a-dire grand) que
f7(x) est petit c’est-a-dire lorsque x est « presque » une racine double.

cond(f,x) —

5.3.2 Exemple numérique

Considérons le polyndme de Pochhammer : ses racines sont les entiers 1,2, ..., 20,
Flxy=(x —Dx—=2)...(x —20).

La figure 5.1 montre les valeurs du conditionnement cond( f, x) pour les différentes
racines. Onremarque des valeurs importantes du conditionnement (valeurs de I'ordre
de 10'°) a partir de la racine 12, avec un maximum pour la racine 16.

La figure 5.2 montye les racines dans le plan complexe du polyndéme de Pochham-
mer dont les coefficients ont été perturbés par des valeurs aléatoires de distributions
gaussiennes centrées et d’écarts-type 10~°, Malgré les valeurs faibles de ces pertur-
bations, on observe une modification itnportante des racines proches de 16 dont le
conditionnement est éleve.
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Figure 5.1 Valeur du conditionnement pour Figure 5.2 Racines du polyndme de
les racines du polyndme de Pochhammer. Les Pochhammer perturhé. Les racines sont
valeurs des racines sont portées en abscisse. représentées dans le plan complexe.

5.3.3 Equations polynomiales : erreurs inverses
Supposons que f(x) = 0 et que 1’on ait calculé une approximation x’ de x. Quel est le
polyndme g € P; qui vérifie g(x") = 0 et qui minimise la quantité || f — g|| ? Notons

Hyr ={g €Pa : g(x'y=0}.

C’est un sous-espace vectoriel de Py et, en vertu de I'égalité A(x') = {(h, prr}, Cest le
sous-espace orthogonal 4 p,,. On a

g € Hy et [If —glj= min ||f —h]

lorsque g est la projection orthogonale de f sur H,,. La décomposition orthogonale
de f est alors

fx

E—]—W(l +fIZ)d + g(Z)

f@y=Apue()+8(2) =
Cela résulte de 1’égalité
) = Apw(x) + 8(x') = Ape(x') = M1 + &'

On en déduit que

D)

fx) —r i
d(l-l-x ) —W

(1 + x>

i 17— 4l =7 = gl =
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qui est Ierreur inverse du probleme.

L’apptication R : C — P;(C) qui & x associe la solution optimale g est égale &

i f(x!) —
R(xNz) = f(2) — (1—+W(1 + % 2)%.

Puisque f{x} = 0, la dérivée de R en x est donnée par le polyndme en z

o RD@ - R@@ - fx) —nd
DR(x)z) = xlflgl\ PR = 0. [x[z)"-'(l +X2)

dont la norme (¢’est-a-dire le conditionnement inverse en (f, x)) vaut

Lf(x)]

|DR(x)|| = T+ P

5.4 LE CAS DES SYSTEMES LINEAIRES : CONDITIONNEMENT
D'UNE MATRICE

Soit A € C"~* inversible. Nous supposons que C" est équipé d’une norme guelcongue
et C"*" d’une norme multiplicative et consistante avec la précédente.

A deux données voisines b et ' € C” correspondent deux solutions : Ax = b et
Ax" = b’ de ce systéme. L’erreur commise sur la solution est

X —x=A"% —ATb=Aa"10"—b)

de sorte que
Ix" —xll < AT 1" — &)
Ce résultat signifie que I'erreur absolue faite sur x est bornée par celle faite sur la

donnée b multipliée par le facteur d’amplification ||A~"||. Ce nombre est appelé
conditionnement absolu du systme Ax = b. Comme

bl < ANl

on a aussi ,

[l — x| 1H||b b
=l el
I’erreur relative faite sur x est bornée par I’ erreur relative faite sur & multipliée par le
facteur d’amplification [| A||[| A~

lAllla~

Définition 5.2 On appelle conditionnement d’une matrice A € GL, le nombre
cond(A) = ||A{||[A~Y||. Ce conditionnement dépend de la norme considérée sur
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=" On note conds, cond;, cond, ef condy le conditionnement associé a la norme
spectrale, aux normes |||}, et ||| décrites a I'exemple 3.1 et a la norme de Frobenius.

Supposons maintenant que I’on commette 2 la fois une erreur sur le second membre
b mais aussi sur la matrice A d’un systéme, quelle erreur commet-on sur sa solution ?
Une réponse est donnée par le théoréme suivant :

Théoreme 5.3 ELtant donné des matrices A et E € C'", A inversible, avec
HA”I H LE| < 1, soient b er b’ € C" et soient x et x" € C" tels que

Ax =bet(A+E)x =¥

Sous ces hypothéses

I = x| ] I — b
<] gl—uAlquu( ]

Démonstration. Notons que, par le corollaire 3.15, 1a matrice A + E est
inversible de sorte gue x’ existe bel et bien. On écrit que

cond(A)+ ||A7"| HEH) :

—x=U,+A'Ey" (AW - b)— AT Ex)
puis on utilise la proposition 3.14 et I'inégalité ||b|| < ||A|| l|x]| .

Remarque 5.1. L approche « calcul différenticl » donne Je résultat suivant.
Posons S(A,b) = A~ !b. On a au premier ordre x’ — x &

DS(ABYE, B —b) = AT EATB+AT I —b) = AT Ex+ A7V —b)
de sorte que

I —x|| _ &bl
TR

cond(A) + || A7 |IE|

expression égale au premier ordre & celle du théoréme 5.3. C’est rassurant !

Le conditionnement associé 4 la norme spectrale s’ exprime bien i I’aide des valeurs
singuljgres de la matrice :
Théoreéme 5.4 Pour toute matrice A € GL, ona:

I. condy(A) = condy(A™1),

2. conda(A) 2 1,

3. Quelles que soient les matrices unitaires U et V € U,, condy(UAV) =
conds (A),
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4. Sioy 2 ... 2 g, > 0 sont les valeurs singuliéres de A alors conda(A) =
o /U',g.

Démonstration. 1 est évident. 2 est une conséquence de 4; 3 aussi parce
gue les valeurs singuliéres de A et celles de UAV sont les mémes. Pour
prouver 4 on utilise le théoréme 3.9 qui donne ||A |2 = oy et |47z = o
{voir I’exercice 4.7.)

Définition 5.5 On dit qu’une matrice est mal conditionnée lorsque son conditionne-
ment est grand, bien conditipnnée lorsque son conditionnement est petit.

Le conditionnement d’une matrice a une interprétation géométrique que nous allons
déerire

Théoréme 5.6 {Eckart-Young, 1936) Notons X, ['ensemble des matrices n x n non-

inversibles. On a :
Al

cond, (A) = m

ol dF(A,En) = mingezn A — BHF

Démonstration. L'inégalité dp(A,%,)"" < ||A!||; ésulte du fait suivant :
si||S]]a < 1 alors £, — § est inversible (proposition 3.14). Comme pour tout
BeX, onaaussi A”'B ¢ I, on obtient

1<~ A7 Bl ={A A~ B)|x <

1A 2)lA = Bllz < A7 2]|A = B
Pour prouver U'inégalité inverse considérons x € " tel que
x] = 1 et J[A"la = |[A'x|2. Un tel x existe puisque
”A_!HQ, = maxl|x|]3=1||A”‘x||2. Posons z =— Aflx/llA_le% et
B = A — xz*. La matrice B est singuli¢re parce que
(A ')y

BAT )= AA s —x7"A v —x —x—— " A~ lx =0
|A=1x]i3

alors que A~ lx # 0. On en déduit que

|

dr(A,2,) < ||A — Bl = |[x27||F = [Jx[2]lz]l2 = A

Le résultat précédent signifie que les matrices mal conditionnées sont celles qui
sont proches des matrices singulidres.
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5.5 LE CAS DES SYSTEMES LINEAIRES : ERREURS INVERSES

Donnons-nous une matrice A € GL,, un vecteur » € C”, 1a solution x = A~'b
du systéme Ax = b et une approximation x’ de x. Quelle est la plus petite matrice
E € C"*" telle que (A + E)x' = b. Plus petite est ici & prendre au sens d’une norme.
Cette question est traitée dans le théoréme svivant :

Théoréme 5.7 (Rigal-Gaches, 1967) Pour tout x' € C" non nul on a

Alx' —
min ] = A& Dk
E e Cmn %2
(A+E)X' =b
Le minimum est atteint pour
Alx — x" ™

F =
113
Démonstration. Si (A+ E)x’ = bet Ax = b alors A(x’ —x) = —Ex’et
donc | A(x" — x)||2 < || E||2]|x"}[2- Ceci prouve que

[AG" = x)ll2

< [E]
[1%1l2

et il y a égalité lorsque
Alx —x")x™
E=——oH—
%7113

(voir Pexercice 3.12).

Ce théoréme prouve que I’erreur inverse commise est égale a

1AG" — x| [[x" —
E|l, = 1A%~y gy, I = X2
“ “2 “fo2 ” “2 Hx,HZ

5.6 PRECONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

L’ objectif du préconditionnement d’un systéme linéaire est de diminuer la valeur du
conditonnement de 1a matrice du syst&éme. Pour cela on remplace le systéme par un
systtme équivalent. On distingue trois types de préconditionnements :

e Le préconditionnement a gauche consiste i remplacer le systéme Ax — b par
le systeme C Ax = Cb ol la matrice C est inversibie.
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¢ Le préconditionnement a droite est obtenu en considérant le systéme ADy = b
oit I} est inversible. La sotution du systéme initial est alors donnée par x = Dy.

s Le préconditionnement & gauche et & droite qui combine les deux précédents :
CADy = Ch.

Les matrices C et D sont appelées matrices de préconditionnement. Dans tous les cas,
on cherche a diminuer 1a valeur du conditionnement :

cond(C A), cond(A D) et cond{C AD) < cond( A).

On a bien sir un choix optimal de préconditionnement en prenant C = A~! dans
ie cas du préconditionnement a gauche (ou 4 droite), ce qui veut dire qu’on a résolu
le probléme ! Bien entendu ce choix ne présente aucun intérét. Dans la pratique, on
recherche des matrices C qui permettent d’une part d’obtenir des valeurs faibles de
cond(C A) et d’autre part de ne pas augmenter de maniere significative la complexité
du calcul de 1a solution du systéme,

Un exemple classique de préconditionnement qui permet dans certains cas de dimi-
nuer sensiblement le conditionnement du systéme est obtenu en normalisant les lignes
ou les colonnes du systéme. Dans le cas des colonnes, cela revient 4 considérer le pré-
conditionnement & droite avec la matrice diagonale D = diag(1/||c[|2,. .., 1/lca||2)
ol ¢; sont les vecteurs-colonne de la matrice A.

Voici un exemple de préconditionnement a droite obtenu en normalisant les colonnes
de la matrice de Vandermonde (paragraphe 16.4) A € R2*12 basée sur les points
x = 10(G +1),i = 0,...,11,. On obtient les valeurs condy(A) = 1.3765 10 et
condy{ AD) = 2.4457 10°.

Nous verrons au paragraphe 10.6 que le préconditionnement est également utilisé
dans les méthodes itératives car il permet d’accélérer 1a convergence des suites.

5.7 NOTES5 ET REFERENCES

Deux articles fondent véritablement le sujet abordé dans ce chapitre dans I'immédiat
apres-guerre. Ce sont : « Numerical Inverting of Matrices of High Order (1947) » [13]
par H. Goldstine (1913-2004) et I. Von Neumann {1903-1957) et « Rounding-off errors
in matrix processes (1948) » [35] par A. Turing (1912-1954). Mais c’est & J. Wilkinson
(1919-1986), qui fut assistant de Turing, que I’on doit d"avoir approfondi cette question
dans les deux ouvrages : Rounding Errors in Algebraic Processes (1963) [36] et The
Algebraic Eigenvalue Problem (1965) [37]. Nous recommandons la leciure du livee de
Stewart-Sun Matrix Perturbation Theory [34] qui est désormais un classique ! Parmi
les ouvrages récents citons ceux de F. Chaitin-Chatelin et V. Frayssé Lecrures on Finite
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Precision Computations (1996) [8], N. Higham Accuracy and Stability of Numerical
Algorithms (2002) [18] qui traite en détail les probiemes issus de 1’algebre linéaire et
enfin Complexity and Real Computation (1997) [6] par L. Blum, E Cucker, M. Shub
et S. Smale plus versé vers les probleémes polynomiaux.
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EXERCICES

Exercice 5.1
Calculer la solution des systémes suivants AX = By et AX = B ob:

4 (0780 0563 g — [ 0217 g, _ [ 0216999
~\ 0913 0659 /' T\ 0254 ) 2T 0.254

et calculer cond;( A).

Exercice 5.2
Montrer que pour toutes matrices A et B € C"*", A inversibleet B £ A%, ona

|AB — L]

= < conda( A).
1BA=TI A

Exercice 5.3

Soit A € C"*" une matrice hermitienne définie positive. On va montrer que, pour
tout x € C", x £ 0,

2
L SAXX><ATnx > ((cond; 4)/% + (condy A) /2)
h < x,x >? h 4

(inégalit¢ de Kantorovitch).
1. Notons A1 = Az... = A, > 0 les valeurs propres de A, Montrer que 1"on peut

écrire . B n

<AxX,Xx><AT XX > o;

<xx>? = (; a;A) (2 /Ti)
= =

pour des a; = 0 tels que > @; = 1. Indication : diagonaliser A en base ortho-

normée,

2. Montrer que
1 < ﬂ</\1+/\n—2a,-/\,-
i‘ Sak SN ST hh

Indication : utiliser un arguiment de convexité,
3. Calcule

Calculer o /\/\1+/\n—/\

Ay KA AlAy

et conclure.
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Exercice 5.4

Soit

1 1/2 1/3

A= 1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

Donner un minorant du conditionnement de A & I’aide de I’inégatité de Kantorovitch.

0
Onprendrax = | O
1

Exercice 5.5

Calculer condrA{a, b, c) avec a € Retc = b, et ol Ala, b, c) est la matrice décrite
& l’exercice 1.13.



Chapitre 6

Pivot de Gauss et décomposition LU

6.1 RESOLUTION DES SYSTEMES TRIANGULAIRES

Soient A € C"*” frjangulaire supéricure et » € C". On suppose que la matrice A est
inversible ¢’est-a-dire que a;; 7 0 pour tout i. Le systéme Ax = &

g a1z .- din— Ay Xy b
0 azz ... drp—| i, Xa bj
0 0 ... Gu_1n—1 dn-1n Xn—1 b,y
O 0 ... 0 @nn Xy by,

se résout de la fagon suivante (la notation{ = n — 1 : —1 : 1 indique que l'indice {
décroltden — L &1 avecunpaségala —1):

Algorithme de résolution d’un systéme triangulaire

Xp = bn/ann
pouri=n—1:-1:1

Xi :bj

pourk =i+1:n

Xp = X — Qi Xy

fin

Xi :xi/aii
fin
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Cette méthode requiert n> opérations arithmétiques. Noter que les erreurs commises
a une étape du calcul se propagent aux €tapes suivantes.

6.2 LELIMINATION DE GAUSS

Le procédé d’élimination de Gauss pour résoudre un systéme linéaire 7 X n consiste &
utiliser la premi¢re équation pour exprimer la premiére inconnue x; en fonction des
autres xz, ..., X, puis a reporter la valeur ainsi trouvée dans les équations suivantes.
On obtient alors un systéme # — 1 x 1 — 1 en les inconnues x3. . . ., x, auquel on
applique la méme méthode. Ce procédé permet d’obtenir, aprés n — 1 telles étapes,
un nouveau systéme qui est triangulaire et équivalent au premier : tous deux ont les
mémes inconnues ¢t leurs solutions respectives sont les mémes.

Etudions un exemple :

E,  3x + 2% + x = 1.
E2 X+ 3)62 + 2)53 = 2,
Eiy @ 2xy + 4x + 6x3 = 3.

Calculons x; en fonction de x; et x3 en utilisant la premigre ligne et reportons dans E»
et F3. Ceci revient & remplacer E> par ES = E; — Eq/3 et Ezpar E3 = E; — 2E, /3.
On obtient

Ey @ 3x + 2.1‘;_' + X3 = 1,
. 7 5 5

é : X2+ —6)(73 = g,
E:’; . §XZ + ?x:g, = 3

Dans I’étape suivante, on calcule x2 en fonction de x3 en utilisant la seconde ligne et
on le reporte dans ES. On remplace Ef par E{ = E} — 8E; /7 ce qui conduit &

Ey @ 3x) + 2x0 + x3 = 1,
Ef Ix: + i}@ = %,
/ - — -
E3, - 7)63 —_— ?
Ce demier systéme est triangulaire et sa solution est x3 = [/8, xo = 5/8. x; = —1/8.

Plus généralement, pour une matrice A € C"*" et un second membre b € C",
I’algorithme suivant retourne, lorsque les divisions par zéro n’apparaissent pas, un
g q p PP .

systéme triangulaire équivalent a Ax = b :
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Algorithme d*élimination de Gauss

pouri=1:n—1
pour j =i+1:n

Clj,'=0

—p, = Hip
b.f_b..’ aiibi
pourk=i+1:n

;i
Ajk = djx = - Gix

fin

6.3 DECOMPOSITION LU

Le calcul de base dn procédé d’élimination de Gauss est I’addition a une ligne de A
d’une autre ligne multipliée par un scalaire, Cette opération peut se¢ décrire comme un
produit matriciel.

Définition 6.1 Etant donnés deux entiers distincts 1 < i, j < n et un scalaire A € C,
la matrice élémentaire E(i, j,A) € C"*" a pour coefficients ey = 1 pour tout
k=1...n ¢; = Aetey = 0 pour les autres entrées de la matrice.

/ 1

Ei,j,A)=

Les propriétés attendues des matrices élémentaires sont données par la proposition
suivante dont la démonstration est laissée A titre d’exercice
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Proposition 6.2

1. Pour toute matrice A € C"*" dont les lignes sont notdes Ly, 1 < k < n, les
lignes de la matrice E(i, j,A)A sont Ly sik # 1, Li + AL; sik = |,

2. Notons Cy, 1 < k < n, les colonnes de A. Les colonnes de la matrice AE(i, j, A)
sont Cy sik # j, C; +AC; sik =,

3. Lorsque [ > j lamatrice E(i, j, A) est triangulaire inférieure,

4. E(i, j,A) est inversible, son déterminant est égal a 1 et E(i,j A) ! =
E(i, j,—A).

-

Algorithme d’élimination de Gauss (matrices élémentaires)

pouri =1:n-—1
pour j =i+1:n
A=E(j,i —‘i)A
b—E(j,i ——)b
fin
fin

Leffet de 1a boucle j est de multiplier a ganche la matrice courante A par le produit
de matrices élémentaires

En,i,—20y, B+ 1,1, -2,

dijj ii

Un tel produit de matrices élémentaires est €gal a 1a matrice
( 1

En i A . EG+1,i Ayy) =
/\i+1

\ N o /

Définition 6.3 La matrice précédente est appelée matrice d'élimination. Elle se note

Ei, M) EG + 1,6, hin) = EG At -, ).

Ces matrices ont les propriétés suivantes données sans démonstration :

Proposition 6.4
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1. EC, A, - - -, Ay) est triangulaire inférieure a diagonale unité,
2 detE(, Ajet, -, A0 =1,
3. E(i, Ais1,-- .. Ap)estinversible et E(i, Aie1, .. -, A L = E(L, —Aisgs o, —An).

L’algorithme d’élimination de Gauss s’écrit désormais :

Algorithme d’élimination de Gauss (matrices d’élimination)

pouri =1:n-1
A=FE(, “‘*ii,..., YA
b=E(, " —%2)h

fin

11 fournit une matrice triangulaire supérieure U en multipliant A a gauche parn ~ |
matrices d’élimination. Leur produit est une matrice triangulaire inférieure 4 diagonale
unité gue nous notons L', On a donc décomposé A = LU avec U triangulaire
supéneure et L friangulaire inférieure & diagonale unité.

Définition 6.5 On appelle décomposition LU d’une matrice A € C"*" toute identité
A = LU avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure & diagonale
unite.

Pour obtenir cette décomposition nous avons effectué un certain nombre d’opé-
rations du type aj; /a;;. Nous devons nous assurer que nous ne divisons pas par 0!
L algorithme serait alors en défaut comme par exemple pour la matrice

—_— R -
e oS B
- O D

Il « se blogue » juste aprés la premiere étape puisque I’on obtient la matrice

1 2
0 -2
-1 -1

faw B el

dont le coefficient ax» est nul. De fagon plus précise :

Théoréme 6.6 Pour toute matrice A € GL,

1. Une décomposition LU de A existe si et seulement sidet A(1 : k, 1 : k) £ 0 pour
toutk=1...n
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2. Lorsqu’elle existe, la décomposition LU est unique.

Démonstration. Prouvons la premigre assertion. Si A = LU il est facile
de voir que A(1 : k,1 : &) = L k1 - BUQ : k1 : k) de sorte
que det A(1 : k,1 : k) = uyy...ug. Puisque A € GL, onadetA =
Hig... Uy, 7 0etdonc det A(l : &, 1: k) # 0. Ceci prouve que la condition
det A(1 : k, 1 : k) # 0 est nécessaire.

Pour voir qu’elle est suffisante nous allons raisonner par récurrence. La
premiere étape d’élimination peut étre effectuée parce que a;; = det A(1 :
1,1:1) # 0. Supposons avoir réalisé k — 1 étapes avec succés ce qui nous a
conduit a la décomposition

) ... Ui Uikl ... Uln \
B 0 o ug Upre - U
A=1L
0 . 0 Ver1k+l --- UVksln
0 e 0 Uy k+1 . Unp

ou L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité. Pour pour-
suivre I’algorithme. il faut étre assuré que vy 4+ # 0. Notons que

i1y .- Ul ULk
AL k1,1 k+1) = L k+1,1: k+1) :
Uk  Upk+l
0 .. 0 Vg
de sorte que detA(1 : A+ 1,1 : £+ 1) = uyr ... g1 4. Comme

det A(l:k+1,1:k+1)- 0ilenestde méme pour veep g+.

Reste a prouver que la décomposition LU est unique. S1 A = LU} = LyUa.
puisque A est inversible les matrices L; et U; le sont aussi et L, L, =
U, 1. On reconnait 4 gauche une matrice triangulaire inférieure  diago-
nale unité et A droite une matrice triangulaire supérieure ; la seule matrice
ayant ces deux vertusest I, d'ou Ly = Loet U/; = U,

6.4 PIVOT PARTIEL, PIVOT TOTAL

La premiére étape de la méthode d’élimination de Gauss fait jouer un rdle particulier
au coefficient a;; de la matrice A. On Dappelle pivor de la méthode et, pour cette
raison, on parle souvent de la méthoede du pivor de Gauss. Le choix de 2;; comme
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pivot n’est pas le seul possible : on obtient un systeme équivalent en permutant entre-
elles les différentes équations ou bien en prenant les inconnues dans un ordre différent
et, & ces nouveaux systemes, on peut aussi appliquer la méthode du pivot de Gauss.
Ces différentes stratégies ne sont pas sans influence du point de vue du calcul des
eITeurs.

6.4.1 Etude d’'un exemple

Considérons le systeme suivant :
{ 1073 +y =b
x+ 10y =b
11 est équivalent au systéme
x+ 10y =b
{ 103 +y = b
obtenu en permutant les deux équations ainsi qu’au systéme
{ Ov+x =
y+1073% =b
ol I'on a permuté 1’ordre des inconnues,

Notons A la matrice du premier systtme et I/ (A) la matrice triangulaire supérieure
obtenue par la méthode du pivot de Gauss. On a:

(107 1 AU
A‘( I 10)‘”“‘)—( 0 —990>'

Notons B la matrice du second systéme et U(B) la matrice triangulaire supérieure
obtenue par la méthode du pivot de Gauss. On a:

110 110
B‘(103 1)1U(B)—(0 0.99)'

Le troisieme systeme conduit de méme aux matrices

{10 1 {101
C_(l 10-3)’(](@—(0 —0.099)'

Quoique tous ces systemes soient équivalents ils ont des comportements tres différents
quant au conditionnement. En effet :

condy({ A) = cond;(B) = condy(C) = 103.0205972,
condx(U(A)) = 990001.0100,
cond, (U (B)) = 103.0004933,
cond, (U (CY) = 102.0203000.

Dans le passage de A & U( A) on constate que le conditionnement de A a été détruit,
restauré avec {/(RB) et amélioré avec U/ ().
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6.4.2 Matrices de transposition

Définition 6.7 Pour deux entiers 1 < i, j < n distincts on note P(@i, j) € C"*" la
matrice dont les entrées sont pyy = 1 lorsquek #ietk # j, pij = pji =1, pu =0
dans les autres cas. Cette matrice est appelée matrice de transposition.

i J
1
0 1 — i
P, j)—
1 0 —

Ces matrices servent & permuter deux lignes ou deux colonnes dans une matrice
donnée. De facon plus précise, ona:

Proposition 6.8

1. P(i, j) est orthogonale et symétrique,

2. P{i, A est la matrice dont les lignes sont celles de A, les lignes i et j étant
permutées, les autres inchangées,

3. AP(i, j) est la matrice dont les colonnes sont celles de A, les colonnes i et j
étant permutées, les autres inchangées.

Définition 6.9 On appelle matrice de permutation un produit de matrices de transpo-
Sition.

Si P est une telle matrice, PA (resp. AP) est une matrice dont les lignes (resp.
des colonnes} sont celles de A prises dans un ordre différent. Noter que toutes les
permutations possibles des lignes (resp. des colonnes) peuvent &ire ainsi obtenues
parce que toute permutation est un produit de transpositions.
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6.4.3 Pivot partiel

L.a méthode du pivot partiel consiste & choisir pour pivot le coefficient de plus grand
module de la premiére colonne de A :

lai] = fax 3| -

Notons que @;; # 0 puisque ’on a supposé que A est inversible. On pourra donc
diviser par a;;. On obtient un nouveau systéme en permutant dans A les lignes 1 et
{ et en laissant les autres inchangées. Puis on applique une étape d’élimination a ce
nouveau systeme. En termes de produits matriciels on a commencé par multiplier A a
gauche par la matrice de transposition P(1, ) puis par une mairice d’€limination :
a2 fni .
E(l,~—=, .., ——)P(L,DA
i i
que I’on note plus simplement £ P, A;iLes autres étapes sont identiques 4 la premiére :
recherche d’un nouveau pivot puis €limination pour obtenir
E, 1P, .. .E2PBEPIA=U

ol U est triangulaire supérieure. ,

6.4.4 Pivot total

La méthode du pivot total prend pour pivot a;; tel que

aijl = max lau|.
igkjsn

On doit donc permuter les lignes 1 et ainsi que les colonnes 1 et j. Ceci revient a
considérer la matrice P{1,i)AFP(1, j)aulieu de A. Le systéme & résoudre est donc
P(1L,DAP(L, jyy = P(l,iYbavec y = P(1, j)x au lieu de Ax = b puis on effectue
une étape d’élimination. Aprés n — 1 telles opérations on a :

Ev 1P 1. . EoPaE\PAPPs .. Py =U

ou IJ est triangulaire supérieure.

6.4.5 Une justification

Le choix de ces stratégies est motivé par I’analyse que I’on fait des erreurs dans une
division ou dans le calcul de 'inverse d’un nombre réel. Soient x et A € R avec x et
x +h £ 0. On a, au premier ordre,
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ce qui prouve que I'erreur commise dans le calcul de I'inverse est d’autant plus grande
que le nombre par lequel on divise est petit et d’autant plus petite que le diviseur
est grand. Les choix du pivot partiel et celui du pivot total sont motivés par ces
considérations : on minimise les erreurs d’arrondi en divisant par le pivot de plus
grand module.

6.4.6 Exemple numérique

Considérons le systéme Ax = b oll A est une matrice de Vandermonde (voir para-
graphe 16.4) 8 x 8 définie par des points choisis aléatoirement. Posons x = (1,..., 1)"
et prenons pour second membre b = Ax = A(l,... 1), Lasolution exacte de ce sys-
téme est bien str x = (1,..., 1)7. La solution calculée par la méthode d’élimination
de Gauss donne les normes d’ erreurs suivantes :

0.0032 pour la méthode sans stratégie de pivot,
1.2279 1013 pour 1a méthode avec stratégie de pivot partiel,

3.8599 10— pour la méthode avec stratégie de pivot total.

La méthode d’élimination de Gauss sans stratégie de pivotage peut donc détériorer
la solution du systeme. Dans la plupart des cas on observe que la stratégie de pivot
partiel est suffisante pour obtenir des résultats satisfaisants,

6.4.7 Décompositions PLU et LUP

Une conséquence des méthodes du pivot partiel ou du pivot total est résumée dans le
théoréme suivant :

Théoréme 6,10 Pour toute matrice A € Gy, il existe une matrice de permutation P,
une matrice triangulaive inférieure a diagonale unité L et une matrice triangulaive
supérieure U telles gue PA = LU.

Démonstration. Elle est basée sur la méthode du pivot partiel qui permet
décrire £, _ | P, ... E2P2E 1 PIA = U que I’on écrit de fagon plus com-
pliquée

E. E, ,...ElPA=U

avec E}; =P 1P . . PuEiPey. . . Po Py jetP=P,_P,a... P
(noter que P? = I, pour toute matrice de transposition). 11 faut, pour
conclure, se convaincre que les matrices E; sont encore des matrices
d’élimination (examiner le cas Pyyy E; Pry1 et continuer par récurrence).




6.4 Pivot partiel, pivot totaf 79

Une autre possibilité est de rechercher le premier pivot dons la premiére ligne de A,
ce qui revient & multiplier A 2 droite par une matrice de permutation, puis & effectuer
une étape d’élimination de Gauss. La nouvelle matrice est du type EyA P et, apres
n — 1 telles étapes. on obtient

E, ... EAPP,... P, =U.
On a prouvé que :

Théoréme 6.11 Pour route mairice A € GL,, il existe une matrice de permutarion P,
une matrice triangulaire inférieure & diagonale unité L er une marrice triangulaire
supérieure U telles que AP = LU.

6.4.8 Le cas des matrices rectangulaires

Le procédé d’élimination de Gauss s’ applique aussi aux systémes d’équations linéaires
dont le nombre d’équations et celui d’inconnues sont différents. Il permet, dans le cas
le plus général, d’obtenir un systeme échelonné équivalent,

Définition 6.12 Une matrice E € C"*", E £ 0, est échelonnée lorsqu’il existe des
entiers t <r<min(m,n)erl <n <np<...<n <nrelsque:

1. Les lignes | ar de E ont la structure suivante : pour 1 <i <retl < j<n;ona
eij — 0 et €in, 75 0.

2. Les lignesr + 1 am sontnulles :pourr+1 <i<metl < j<nonae; =0.

Un systéme linéaire est échelonné lovsque c’est le cas de la marrice de ce systéme.

nq Ry
0 ... 0] [#0 x ... x] [ox xo x ]
0 ... 0 : :
E= #0 x ... X
0 0 ... 0
o o) Lo o .o 0o 0 .. 0l
Remargue 6.1,
1. Les entrées e;,, #£ 0, 1 < i < r, sont appelécs les pivots de 1a matrice E.

2. Le nombre r de pivots est égal au rang de E.

Le calcul de la forme échelonnée d’une matrice B € C™*" se méne par la méthode
du pivot partiel. 8i B = ( 0 ... 0 B ) oll la premiere colonne non nulle de B
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est by, (c’est aussi la premiére colonne de B,), par multiplication par une matrice de
transposition Py puis par une matrice d’élimination £/, on obtient

0 ... 0 #0 ... X w . %
0 ... 0
EIP]B: . . B,
0 ... 0 0 ... 0

ol 1a premigre colonne de By est b,, € C" 1, b,, # 0. L’ étape suivante poursuivra
la construction de la forme échelonnée sans changer la structure déja acquise jusqu’a
obtenir la matrice échelonnée E. P, ... E;PiB = E. On obtient ainsi, en suivant la
preuve du théoréme 6.10, le

Théoreme 6.13 Pour route matrice B € C™*" [ existe une matrice de permutation
P ¢ C"*™ une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité [ ¢ C™*™ et une
matrice échelonnéde E € C™*" felles que PB — LE.

6.5 COMPLEXITE

Chaque étape d’élimination requiert le calcul de n — / divisions, (» — i)? additions et
(n — i)? multiplications avec 1 < i < n — 1, Pour I’ensemble des étapes on obtient :

nin—1)

elt+...+tn-1= divisions,

_n(n—1)(2n —1)

e P+, +(n—1y = 5 additions,
— —1
o 124 . 4(n—17 = n(n 1£2n ) multiplications,

donc un total de

nin —1)Q2n —1) nin-1) 2n’
3 T2 T3

opérations arithmétiques.

Nous n’avons pas tenu compte des opérations sur le second membre & du systéme

Ax = b. Leur ordre de grandeur est Q).

On déduit de ce compte que

» Le calcul de la solution d’un systéme linéaire n x n peut se faire en O(n’)
opérations arithmétiques (O (1) pour la décomposition LU avec ou sans per-
mutations et O(nz) pour la solution du systéme triangulaire obtenu),
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o Le calcul de I'inverse d’une matrice requiert O(n*) opérations arithmétiques :
ce calcul se raméne au précédent pour un second membre arbitraire. Plus
précisément, ce sont ~ 2-‘;1 + n? opérations qu’il faut exécuter, Ce calcul peut
étre évité dans la plupart des expressions utilisant la matrice inverse comme par
exemple le scalaire a* A~'b ol @ et b sont des vecteurs. Dans ce cas A™'b est
obtenu en résolvant un seul systéme linéaire sans calcul explicite de la matrice
AL

e Le calcul du déterminant de A se fait en O(n>) opérations arithmétiques :
siA = LU alors detA = detl/ = uj;...us,- Si des permutations sont
effectudes, det A = +det U, chaque permutation de deux lignes ou de deux
colonnes changeant le signe du déterminant. C’est la méthode utilisée par le
logiciel Matlab.

11 faut rapprocher ces résultats de complexité avec ceux que 1’on obtient en utilisant
les formules de Cramer. Un déterminant y est décrit comme une somme de »! mondmes
(chacun d’eux de degré n en les entrées de la matrice) d’olt une complexité en O(n!xn)
pour un calcul brutal !

6.6 CONDITIONNEMENT DE LA DECOMPOSITION LU

Nous allons analyser, via le calcul différentiel, les variations au premier ordre de la
décomposition LU d’une matrice en fonction des variations de cette matrice. Nous
renvoyons le lecteur & son ouvrage préféré de calcul différentiel pour le théoréme de
dérivation des fonctions inverses qui est utilisé dans ce paragraphe. Nous utilisons les
nofations suivantes :

o L, est Pespace vectoriel des matrices L € C"*” qui sont triangnlaires infé-
rieures et qui ont une diagonale nulle,

o U4, est 'espace vectoriel des matrices U € C"*" qui sont triangulaires supé-
rieures,

» G4, est le sous-ensemble de U4, constitué des matrices triangulaires supérieures
et inversibles,

o LU est le sous-ensemble de GL, constitué par les matrices qui possédent une
décomposition LU (voir la caractérisation donnée au théoréme 6.6).

Soit A € GL.,. Ecrivons la décomposition LU de A sous la forme

A=, +L)yU
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avec U € GU, et L € L,. Nous souhaitons calculer la dérivée de I’application
A — (L, U) ainsi que la norme de cette dérivée. Pour ce faire, nous allons calculer la
dérivée de (L, U) — A, ce qui est tres facile, puis utiliser le thédoréme de dérivation
des fonctions inverses. Notons

PL,xGU, — LU, P(L,UY=(,+1L)U.

Par le théoreme 6.6 c’est une bijection entre £, x GU, et LU, La bijection inverse
associe 4 A € LU les matrices L € £, et U € G, telles que A = (I, +L)U, Onnote

L. LU— L, L(A=L

et
Ut LU — Gy, UA) = U

On équipe I’espace des applications lindaires M : C"*" — C"*" de la norme

Mi(B)
Ml = s
B« Cnxn F
B0

Théoreéme 6.14 LU et GU,, sont des sous-ensembles ouverts de C"*", L et U sont des
applications de classe C™ sur LU et, pour toute matrice A € LU, A = (I, + L)U,

IDL(A)| pp < conda(Z + L) ||,

et
DU 5 < conda(U) ||y + L7, -

Démonstration, Les étapes principales de cette démonstration sont les sui-
vantes, Nous laissons le lecteur en vérifier les détails i titre d’exercice,

1. LU est ouvert dans C"** (par le théoréme 6.6) et GlA, est ouvert dans 4,
(par le corollaire 3.15).

2. L application P est de classe C™ et sa dérivée en (L, U) € £, x GU, est
donnée par :

DP(L,U)Y: Ly xU, —» C" DP(L,UYM,V)=({I,+L)V+MU.

3. DP(L, ) est un isomorphisme (DP(L, U) est une injection entre deux
espaces de méme dimension).
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4. On utilise le théoréme d’inversion locale pour en déduire que les applica-
tions £ : LU — L, etld : LU — GU, sont elles anssi C™ et que, pour
tout B ¢ C">»

DL(AYB = (I, + D)z, ((1,+ L)y~'BUTY) |

DUA)B = [T, (I, + L) 'BUHIU

et oll, pour toute matrice M € C**" I1. (M) et Lz (M) sont les parties
triangulaires inférieure stricte et supérieure de M.

5. On calcule les normes de ces dérivées.

Remarque 6.2. Ce théoréme montre que les variations de la décomposition LU
de la matrice A dépendent non pas du conditionnement de A (on verra que
¢’est le cas pour la décomposition de Cholesky et pour la décomposition QR)
mais des conditionnements ou, plus précisemment, des plus grandes et des plus
petites valeurs singuliéres des matrices 1, + L et U telles que A = ({, + L)U,
Nous avons vu, sur des exemples, que cond(1/) peut étre bien plus grand que
cond,(A) ce qui peut conduire a une vision pessimiste de la décomposition
LU et 4 son utilité guant a la résolution de systémes linéaires. Un exemple
classique, dii a Wilkinson, donne une détérioration exponentielle en le nombre
de variables du conditionnement de I/ ! Mais le cas moyen est par contre
extrémement stable ; voir & ce sujet I"article de Schreiber-Trefethen [31] et les
ouvrages de Wilkinson et Higham cités en bibliographie.

6.7 NOTES ET REFERENCES

LU vient de I'anglais Lower-Upper (triangular matrices).

Une idée récurrente pour résoudre un systéme d’équations linéaires est de se rame-
ner via une décomposition matricielle adaptée 4 un systéme triangulaire, celui-ci étant
facile a résondre. Les décompositions LU, QR et de Cholesky permettent d’y arriver.
La décomposition LU, due a Gauss, est la plus célébre et la plus ancienne de ces
méthodes. Gauss naquit a Brunswick en 1777 et mourut a Gottingen en 1855,

Un des intéréts de la décomposition LU, pour une matrice a coefficients dans un
anneau commutatif quelconque, est que cette décomposition s’effectue dans le corps
des fractions associ€. Ceci en fait un outil de choix pour le calcul formel.

Le livre de Stewart [32] est extrémement documenté sur 1'algorithmique de la
décomposition LU. Pour 1I"étude de la stabilité de 1'élimination de Gauss nous ren-
voyons aux ouvrages de Wilkinson [36] et [37] ainsi qu’a celui de Higham [18].
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EXERCICES

Exercice 6.1

On suppose gue A & GLL, admet une décomposition LU. En calculant formellement
le produit A = LU/, donner un algorithme de calcul des coefficients u;; de U etf;; de L
a partir des coefficients a;; de A (algorithme de Crout et Doolittle). Indication : calculer
la premiére ligne de U/ puis la premi&re colonne de L et ainsi de suite. Application
numérique : donner la décomposition LU de la matrice

1 2 ¢ 0
1 3 20
G 1 3 2
0 013

Exercice 6.2
On utilise la méthode d’élimination de Gauss pour trianguler le systéme ;

—4 .
(S){ 10 % +y=1

x+y=2
1. Calculer le conditionnement associé & la norme || - ||co de la matrice A de ce
systeme et de la matrice I/; du systéme triangulaire obtenu par la décomposition
Lo,

2. Méme question si I’on permute d’abord les deux lignes de A.

Exercice 6.3
Une matrice d’élimination E(7, Ai1. . . . . Ay) 8" écrit sous la forme

E(,Ajs1...., Ap) =T, +1e],

od ! =(0,...,0, Aj41,...,A,)7 est un vecteur dont les i premidres coordonnées sont
nulles ef e; est le i-ieme vecteur de la base canonique de R”.

1. Pouri < j, calculer le produit de deux matrices d’élimination F(i Ajiq,. .., An)
E(j, Ay, - .. Ay). Généraliser le résultat au prodnit de k matrices d’¢limination
ordonnées par ordre croissant d’indice i1 < i3 < ... < ig.

2. Soit A inversible admettant la décomposition LU. Déduire du calcul précédent
Iexpression de la matrice L & partir des matrices d’élimination E(Z, Ajy1, ..., Ay)
intervenant dans !’algorithme d’élimination de Gauss.
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Exercice 6.4

On considére deux vecteurs x,y € C”, la matrice M = [, + xy™* et ’on suppose
que Oy = 1 + Z: (X1¥; # 0, pour tout k = 0, .. ., n (par convention, 8y = 1).

L.
2.
3.

Montrer que det{ M) = §,,.
Montrer que M admet une décomposition LU.
Montrer, par récurrence, 1’égalité

Z Xy, _ 5.( -1
01011

k

pourtoutk = 1,... n.

. Ondécompose M sous laforme M = D+E+F, avec D diagonale, E triangulaire

strictement inférieure et F triangulaire strictement supérieure, On considere les
matrices diagonales A = diag(8y,...,8.), A+ = diag(l,8,...,6,_1) et les
matrices triangulaires L = (E + A)A~l et U = AT'(F + A). Montrer que
M = LU (calculer les coefficients de la matrice LU, considérer pour cela les
casi < j.i > jeti = j)

. Soit A € GLL, etu, v € C". On suppose que la matrice A admet une décomposi-

tion A = LU. Donner une condition suffisante portant sur u, v, L et I/ pour que
la matrice B = A 4 uv* posséde une décomposition LU. Utiliser les résultats
précédents pour exprimer la décomposition LU de B & partir de la décomposition
LU de A (formule de mise a jour de la décomposition LU).

Exercice 6.5

Soit A & C"*" une matrice bande inversible de largeur 2p + 1 ¢’est-a-dire telle que
@;; = O pour|i — j|> p. On suppose que A admet une décomposition LU. Montrer
que les matrices L et U/ ont également une structure bande de largeur 2p + 1.



Chapitre 7

Matrices définies positives
et décomposition de Cholesky

7.1 MATRICES DEFINIES POSITIVES

Définition 7.1 Une matrice A € C"™" est semi-définie positive lorsqu’elle est hermi-
tienne et que x*Ax 2 0 pour tout x € C”,

Une matrice A € C"*" est définie positive lorsqu’elle est hermitienne et que x* Ax >
0 pour tout x € C*, x # 0.

Soit A € C"*", x ety € C", Notons

13
X )a=yAx = ayx7;
fj=1

11 est facile de voir que 1a forme (., .} , est un produit hermitien sur C” si et seulement
si A est une matrice définie positive. D’ antres caractérisations des matrices définies
positives sont données par le théoréeme suivant :
Théoréme 7.2 Pour une matrice A € C"*" il y a équivalence entre :

1. A est définie positive,

2, Il existe un espace hermitien E et n vecteurs indépendants e; € E tels que

ai; = (€, €i)p
3. A est hermitienne et ses valeurs propres sont positives,

4. 1l existe une matrice M € C"*" de rang n telle que A = M*M.
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Démonstration. 1 = 2. Cela a déja ét€ quasiment démontré . on peut
prendre E = C* équipé du produit scalaire (x,y), = y*Ax. Pour les
vecteurs ¢; de 1a base canonique on a bien {(e;, ¢;) , = ef Ae; = ay;.

2 = 3.Sia; = (), e}y, il estclair que A est hermitienne. Si Ax = Ax
avec x # O alors x*Ax = A||x||5 et

n
xYAx = E {e;,e;) xjxt—<g xjej,g xe¢> =
E

ij=1 i=1

n 2

E X;ié;

i=1

E

>0et

Puisque x # 0 et que les ¢; sont indépendants, on a ”ZL | i€ HE

[|lx||, > O de sorte que A > O.

3 = 4. Puisque A est hermitienne et a valeurs propres positives, nous
pouvons diagonaliser A = UDU™ avec U € U,, D = diag(A;) et A; > 0
(théordme 1.6). Prenons M = diag(+/A;)U*. Il est clair que M*M = A et
que M & C"*” est inversible donc de rang .

4 => 1. Notons que si A = M* M alors A est hermitienne. De plus, pour tout
x € C", x # 0, nous avons :

X*Ax = x*M*Mx = |Mx| > 0.
Si cette quantité était nulle, cela signifierait que Mx = 0 avec x # 0. Les

n colonnes de M serment donc dépendantes et M ne serait pas de rang a.
Ainsi x*Ax = |Mx|[> > O et A est définie positive.

Remarqgue 7.1.

1.

Une matrice du type ({e;, ¢;}) est appelée matrice de Gram du systtme de
vecteurs (¢;). Toute matrice semi-définie positive est une matrice de Gram
(théoréme 7.3). Une matrice de Gram est inversible si et seulement si les
vecteurs qui Ia définissent sont indépendants (théoréme 7.2).

. Soit A € R**" une matrice définie positive. L’ensemble

={x eR" : x"Ax = I}

est un ellipsoide. Dans une base orthonormée (u;) de vecteurs propres de A
son équation est

Ea ={x:v1u1+...+vnun : /\1U12+...+)an,2l= 1}

ol les A; > 0 sont les valeurs propres de A.
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A titre d’exemple, montrons que la matrice de Hilbert

e ()
i+j=1/=1n

1 L .
_ =/ iy
i+j—=1 Jg

qui peut &tre vu comme le produit scalaire des mondmes (linéairement indépendants)
~1,i=1,...,n, pour le produit scalaire

est définie positive. On a

1
(f. &) fo [lx)gx)dx

dans €0, 1]. On conclut & ’aide dun théoréme 7.2-2.

Les matrices semi-définies positives ont une caractérisation similaire. Nous n’en
donnons pas la preuve qui est, mutatis mutandis, similaire a la précédente :
Théoréme 7.3 Pour une matrice A € C"*" il y a équivalence entre

1. A est semi-définie positive,

2. Il existe un espace hermitien B et n vectenrs e; € E tels que a;; = {¢;, €;)p,

3. A est hermitienne et ses valeurs propres sont positives ou nulles,

4. Il existe une matrice M € C"*" telle que A = M*M.

Voici quelques conséquences du théoréme de caractérisation des matrices définies
positives

Corollaire 74  Supposons gue A € C'™" soit définie positive (resp. semi-définie
positive) alors :
1. det A > O (resp. 2 0) et trace A > O (resp. = 0),
2. Pourtouti =1...n a; >0(resp. 2 0),
3. Toute matrice obtenue en supprimant dans A les lignes Ly, .., L; et les
colonnes C;,, ..., C;, est définie positive (resp. semi-définie positive).
Démonstration. 1 provient du théoréme 7.2-3, 2 découle de 3 (supprimer
n — I lignes et les # — ! colonnes de m&me indice), 3 est une conséquence
du théoréme 7.2-2.
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La caraciérisation suivante des matrices définies positives ne s’étend pas aux
matrices semi-définies positives :
Théoréme 7.5 Pour une matrice A € C"*"_ il y a éguivalence entre
1. A est définie positive,
2. A est hermitienne et [es matrices A(1 : k,1: k). 1 < &k < n, ont un déterminant
positif. '

Démanstration. Le corollaire 7.4-3 et 1 prouve que la condition est néces-
saire. Pour montrer qu’elle est suffisante, nous raisonnons par récurrence.
Le cas n = 1 est évident. Supposons la propriété établie pour 7 — 1. Ainsi
A(l:n—=1,1:n—1)est définie positive et il existe une matrice C € GL, _,
telleque A(L:n—1,1:n—-1)=CC". Ecrivons

A

A(A(l:nlil:n—l) a )aveca:
a a?”l

ay—|n

Notons que

C 0 C* w\ [ Al:n—-11:n-1) Cu
u" o« o B/ W Cr w4+ af

de sorte que
c 0 C* u
A= ( o ) ( 0 B )

si ’'on prend Cut = a c’est-d-direu = C la et u*u + aff = a,,. On aura
prouvé que A est définie positive si ’on peut prendre o = 8 > 0 (appliquer
le théoréme 7.2-4). Il reste donc & prouver que a8 > 0. L'égalité ci-dessus
prouve que

detA = detC a det C* B = |det C|* aB;

comme, par hypothése, det A > Q on a bien a8 > 0.

Corollaire 7.6 Toute matrice définie positive posséde une décomposition LU.

I Démonstration. C’estune conséquence des théorémes 6.6 et 7.5.

0 - by » »
g _| | montreque le théoréme 7.5 n’a pas d’exten-
sion immédiate au cas semi-défini positif : elle n’est pas semi-défine positive alors que
ses déterminants principaux sont = 0.

L’exemple de la matrice
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7.2 QUADRIQUES ET OPTIMISATION

Etant donné une matrice symétrique A € R**", un vecteur b € R” et un nombre
o &€ IR, nous allons décrire les minimums et les maximums de la guadrigue

1 1
q(x):ixTAx —blrx+a= 3 Z @i XiX; — be + .

i,j=L .

Puisque A est symétrique ses valeurs propres sont réelles et notées

Al Z .. = A,
Théoréme 7.7
I Sid > 0et A, < Qalors
inf g{x) = —occet sup g(x}) =
Tche xeRn

2. Sib & Im A alors

inf g(x) = —oc et sup g(x) =
1E R~ -‘-GR"

3. Les points stationnaires de g sont les X € R" tels gue Ax = b. Lorsque b € Im A
etque AX =b:
a)SiAZ=...2 d = 0alors g (X} = milcpe glx),
b)S5i0= A = ... 2 Ay alors ¢ (X) = max, cpr g(x).

Démonstration. 1. Soit #; un vecteur propre unitaire associé 3 A;. On a
Auy = Ajuy etilu)l|, = 1 de sorte que

1 1
g{uu,) = i,u,zquu] — by va = 2 A —ubTup+a— o0

lorsque i — oo. De la méme maniére, prenons un vecteur propre unitaire
t, associé a A, :

1,
qlpta} = 5 An = " Uy + @ = —00.

2. Puisque A est symétrique on a Ker A = (Im A)'. En effet, si x € Ker A
onaAx = 0d’olt (Ax,u} = 0 pour tout € R" et, puisque A est symé-
trique, {x, Au) = O pour tout u c’est-a-dire x € (Im A)*. On a prouvé
Iinclusion Ker A C (Im A)*. Il y a égalité parce que

dimKer A = n — dimIm A = dim(Im A)".
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Supposons désormais que Ker A C b, On a donc (Im A)* C b1 et par
passage aux orthogonaux

beH)tcmAH =mA

ce qui est contraire a I"hypothese. Ceci prouve qu’il existe ¥ € Ker A tel
que bTx # 0. On a alors

| I
glux) = i,u,‘fTAf — b’ T ra= —/.Lbe+ o — 00

lorsque ¢ — Foc en fonction du signe de b7 .
3. Un point stationnaire ¥ de g vérifie, par définition, Dg(xX)h = 0 pour tout
h. Par un calcul facile, on a

g{x + eh) — g{X)
£

Dg(Dh = 111% = W' (Ax - b)

de sorte que Dg(xX)h = O pour tout & si et seulement si AX — b.
SibcImA, b= Ax,ona

1 1
gx) = i(r ~ DA X+ EETAE.
Utilisons la décomposition A = U DUT . On obtient

g0 = JU7 (= D) DUT(x ~Ty+a— 5¥ AT = 23" Dy+ B = O()

avecy = UT(x ~X)et B = a — ;X' AX. Remarquons que
. — i
}‘lenﬂl; Q(y) = inf g(x)

et que si ¥ est un minimum pour Q(y) alors ¥ = Uy + X est un minimum
pour g(x). Idem pour le sup et les maxima. On remarque maintenant que

1 n
QY= ;¥ Dy +B =3 Ay} +B

i=1

Si tous les A; sont > O cette quantité a pour minimum ¥ = 0 d’oi la solution
X = ¥ et I’'égalité g(X) = min g(x). Lorsque tous les A; sont < 0, y = Q est
un maximum d’oit g(¥) = max g(x).
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Remarque 7.2,

¢ La démonstration de ce théoréme prouve que, pour une quadrique, tout
minimum (maximum) Jocal est global.

» Lorsque A est inversible, la quadrique g(x) posséde un unique minirum
si et seulement si A est définie positive. Il est alors donné par ¥ = 4~ 'b.
Le graphe de la quadrique correspondante est un paraboloide elliptique.

A

Tableau 7.1 Paraboloide elliptigue d’équation z = 2x% + ¥2.

¢ Lorsque A est seulement semi-définie positive, le graphe de la quadrique
q{(x) est un paraboloide cylindrique. Suivant que b posséde ou non une
composante le long du noyau de A, la « gonttidre » est « inclinée » et il
n’y a pas de minimum ou bien « horizontale » et il y en a une infinité.
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Tableau 7.2 Paraboloide cylindrique d'équation ; = 3x?,

e Lorsque A est indéfinie c’est-a-dire lorsqu’elle possede des valeurs
propres de signes différents. la quadrique ¢(x) ne posséde ni minimum ni
maximum. Les points stationnaires sont des points-selle (on dit encore
des cols). Dans ce cas le graphe de g(x) est un paraboloide hyperbolique.

Tableau 7.3 Paraboloide hyperbolique d'équation ; = 3x* — 232

® g(x) posseéde un unique maximum si et seulement si A est définie néga-
tive cest-a-dire torsque A est symétrique et que ses valeurs propres sont
<0
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7.3 RACINE CARREE D’UNE MATRICE, DECOMPOSITION
POLAIRE

A la différence de 1’équation scalaire x> = a, I’équation X? = A, lorsque A et X
sont des matrices carrées, posséde toutes sortes de solutions. L'exemple X2 = 0
avec X € R2*2 est déji parlant ! Mais comme pour les équations scalaires, la définie
positivité permet d’isoler une solution particuliére.

Théoréme 7.8 Pour toute matrice semi-définie positive A € C"*" il existe une et
une seule matrice B ¢ C'*" qui soit semi-définie positive et qui vérifie B> == A. On
Uappelle la racine carrée de A et on la note A2,

Démonstration. L existence d’une racine carrée de A est donnée par A =
UDU* avee U unitaire, D = diag(x;), &; = 0et AY2 = UD'V2U* on
DY? — diag(/l,-l/ %Y. L’unicité est plus délicate 4 établir. Soit B une autre
racine carrée de A : B est semi-définie positive et B2 = A. Comme B et
A'/2 ont les mémes valeurs propres (elles sont positives ou nulles et leurs
carrés sont les valeurs propres de A), on peut écrire que B = VD/2v*
pour une matrice unitaire V € U,,. On a ainsi, en élevant au carré,

Ubtu* =vpv®

ol ¢ncore
(VSIOD(V'UY =D

gue nous écrivons
WDW" =D

avec W = V*U. La question est de savoir si
WD 2w* = pl/2

et donc si
UDV2ur = vpl/ty*,

Supposons que les valeurs propres de A soient ordonnées en décroissant :

/\1:"'2’1"1 >An1+1="':/\ﬂ1+m>"'>

’\n|+...+np_1+1 == /\m+..‘+np,|+n,.

avec n) +...+n, . +n, = n L'équation WDW* = D montre que les
colonnes w,.. ., w,, de W constituent une base orthonormée de I’espace
engendré par les vecteurs ey ... , &,, de la base canonique de C". Idem pour
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Wi+l - - - s Wayn, Cf CRLeTa. Ainsi W est une matrice unitaire diagonale par
blocs W = diag(W;, 1 < i < p)avec W, € U,,. Mais alors

WD'2W* = diag(W;)diag(x,/* I, )diag(W;)" =

diag(Wi AV 1,, W) = diag(Al/»)1, ) = DV2,

Corollaire 7.9 Pour toute matrice A € Gl., il existe des matrices U € U, er P
définie positive telles que A — PU. Cette décomposition est unique et s'appelle la
décomposition polaire de A.

Démonstration. Si A = PU comme ci-dessus alors AA™ = PUU*P* =
P?etdonc P = (AA*)'/2 (AA* est définie positive par le théoréme 7.2) et
U= P 1A llestclairque P! A € U, d’ol I’existence et I’unicité.

7.4 LA DECOMPOSITION DE CHOLESKY

Théoréme 7.10 Spit A € T une matrice définie positive. Il existe une unigue
matrice L € CY" trigngulaire inférieure telle que I;; > O pour touti et A = LL™
(décomposition de Cholesky).

Démonstration. Supposons gue LL* = MM* quel; > Octquem; >0
pour touti. Ona M~'L — M*L~* qui est 4 la fois triangulaire inférieure
(2 gauche) et triangulaire supérieure (a droite). C’est donc une matrice dia-
gonale. Les entrées diagonales valent m; 1 = miill{l et donc sont égales
a | par la condition de positivité. Ainsi M 'L = M*L~* = I, ¢’est-a-dire
L=M

L'existence de cette décomposition s¢ prouve par récurrence sur n. Pour
n = 1onprend L = (y/ai1). Supposons que la décomposition de Cholesky
existe pour toute matrice définie positive n — 1 x n — 1. Ecrivons

dyy

Ay _1n

Notons A,_; = L, (L, ladécomposition de Cholesky de A, ;.Ona:

— Ln—lo L:_ 7]
=) (% 5)
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en prenant L,,_1u = a et u*u + a8 = a,,. On obtiendra la décomposition
de Cholesky de A sil’on peut prendre &« = B8 > 0 ce qui sera possible si
afl > 0. Légalité ci-dessus prouve que

detA=detl,_; e detl; | B.

Comme, par hypothese, det A > OetdetL,_; > Oonabien a8 > 0.

Remarque 7.3. Lorsque A est définie positive, Ia méthode de Cholesky pour
la résolution du systéme Ax = LL*x = b consiste 2 étudier les deux systémes
triangulaires Ly = b et L*x = y.

7.5 COMPLEXITE DE LA DECOMPOSITION

La décomposition de Cholesky s’obtient par I’algorithme suivant qui décrit I'identifi-
cation des deux membres de I'éguation matricielle :

I hy Iy Iny
Iy in fr oo e
. . = A.
S O Lnn

On obtient :

Algorithme de décomposition de Cholesky

hy = +/au
pourj=2:n
Lit=an/ln
fin
pouri =2:n
Li = faw — Sy Wiel?
pour j =i+1:n
lii = (aji - lﬂj;k) /i
fin
fin

Chaque étape de cet algorithme requiert (2f — L)(n —i +1) opérations arithmétiques
+ —, X, /, | fet /- Puisque 1 < i < n, le compte total est de (7 — 1)n(n + /3~
n® /3 opérations arithmétiques soit moitié moins que pour la décomposition LU.
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7.6 CONDITIONNEMENT DE LA DECOMPOSITION DE
CHOLESKY

Comment varie la décomposition de Cholesky d’une matrice définie positive ? Nous
allons répondre 4 cette guestion en utilisant le calcul ditférentiel suivant le schéma
utilisé pour la décomposition LU. Nous noterons :

o L, I'espace vectoriel des matrices L € C"*" qui sont triangulaires inférieures
et qui ont une diagonale réelle,

e PL, le sous-ensemble de £, constitué par les matrices 4 diagonale positive,
» H, I'espace vectoriel des matrices hermitiennes A € C"*",
¢ PH, le sous-ensemble de H,, constitué par les matrices définies positives.
Par les théorémes 7.2 et 7.10 ’application
P:PL, — PH,, P(L)y=LL"
est une bijection de PL, sur PH,. La bijection réciprogue,
C:PH, —-PL,

est I'application gui & A € PH, associe sa décomposition de Cholesky C(A) = L €
PL,.

On équipe ’espace des applications linéaires M : H,, — £, de 1a norme

| M(B)]
Ml e = sup W‘F-
BeH, F
B A0

Nous allons voir gue I’application « Cholesky » est ditférentiable et nous allons
estimer la norme de sa dérivée. On a :

Théoréme 7.11 L’application « Cholesky » C : PH, — PL, est de classe C*™ et,
pour toute matrice A € PH,,

1 condz(A)
“DC(A)HFF s E /2
Al
i Démonstration. Nous n’en décrivons que les étapes principales, laissant an
lecteur le soin d’en compléter les détails 4 titre d’exercice.
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1. £, et H, sont des espaces de méme dimension (réelle} égale a n?, PL,
est un ensemble ouvert dans £, et PH,, est un ensemble ouvert dans H,,
(atiliser le théoréme 7.5). Comme ces ensembles sont ouverts on peut
envisager de dériver P sur PL, et C sur PH,,.

. P est de classe C™ et sa dérivée en L € PL, est donnée par
DP(LY: L, = Hy, DP(L)M = LM*+ ML".

. DP(LY . £, — H, est un isomorphisme (comme ces deux espaces ont
méme dimension il suffit de prouver gue DP(L) est injective. Pour ce
faire on écrira que LM*+ M L* = 0 et on considérera la premiére colonne
de cette matrice).

. Par le théoréme de dérivation des fonctions inverses, C est aussi de classe
C* etsi L € PL, estladécomposition de Cholesky de A € PH, alors

DC(AY= DP(L)~L.
. Pourtowt L€' PL etM e L, ona:

| L7'M + M L™* || 2 V2| M| /|L ]

I
En effet, puisque L. ~' M est triangulaire inférieure a diagonale réelle et
que (L~'M)y = M*L~*,ona

— —— — -1 2
LML [ = 2L M+ 25 7 >
2L M|z = 2|M|=/ L]

par la proposition 3.12-4. I est de plus clair que

L7804 ML, < | L7 I DPUIMY

6. On en déduit que, pour A = LL*, ona

2
| DCCAY| pe < L5

1
— ||L
7. On montre enfin que condy(A) = condy(L.)* d’ot l'inégalité

I cond;(A)
DC(A L =
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7.7 NOTES ET REFERENCES

André-Louis Cholesky (15 octobre 1875 - 31 aofit 1918) était un mathématicien
et un militaire frangais. Il a effectué sa carri¢re dans les services géographiques et
topographiques de Parmée. C’est pour résoudre des problemes de moindres carrés
posés par la géodésie que Cholesky inventa la décomposition qui porte aujourd hui
sON nom. .
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EXERCICES

Exercice 7.1
On considére la matrice A, = (a;;) € R"*" définie par ¢;; = min(i, j).
1. Montrer que pour tout n, det{A, ) = 1. En déduire que A, est définie positive.

2. Une autre fagon de prouver que A, est définie positive utilise un argument
d’analyse. Posons x? = 1 si x 3 0 et 0 sinon. Montrer que

mingi, ) = f =2 = °dy
O

et que les fonctions y — (i — )2, 1 € i < n, sont indépendantes. En déduire
que A, est définie positive.

3. Déterminer la décomposition de Cholesky de A, : A, = CCT. Calculer C' et
en déduire A, L.

Exercice 7.2
Soit A € C"*" définie positive, A = LU sa déconiposition LU et soit D =
diag(u;;)-
I. Montrer que u; > 0 et que (LD'/?)" = D 'Y2U. En dédvire que
(LDY?) (LD'7?)" est la décomposition de Cholesky de A.

2. On considére lamatrice B = A+xx* ol x € C” est donné. En utilisant I’ exercice
6.4 donner ta décomposition de Cholesky de la matrice B & 1’aide de celle de A.

Exercice 7.3 Matrice de Cauchy
Soita; € C,i=1,...,n, tels que R(a;} > 0 pour tout ;. La matrice

i
()
a; + aj i.ji=1...n

est appelée matrice de Cauchy. La matrice de Hilbert H,, considérée au paragraphe
7.1 est ainsi une matrice de Cauchy (prendre a; =i — %). On considére les fonctions

IR G . e s .
@;(x) = x%" 2. 1’espace des fonctions de carré intégrable sur ]0, 1[ est équipé du
produit hermitien

]
(fs8>=f0 fx)gix)dx.
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1. Montrer que, pour tout 7, les fonctions ¢; sont de carré intégrable sur ]0, 1 et

que
1
a; +Ej )

(@i, @i} =

En déduire que la matrice C,; est semi-définie positive.

. On veut montrer que, si les coefficients a; sont distincts, les fonctions g;(x) sont

linéairement indépendantes sur I"intervalle J0, 1[. Pour cela, on considére une
combinaison linéaire telle que 37, a;¢;(x) = 0, pour tout x €]0, 1[. Montrer
gue cette €galité implique

"
g aiaf =1,
i=1

pour tout entiet k = 0,... »n — 1. En déduire que les coefficients a; sont tous
nuls et que, lorsque les a; sont distincts, la matrice C, est définie positive.

Exercice 7.4

Montrer que I'application exponentielle (exercice 3.14) est une bijection des
matrices hermitiennes sur les matrices définies positives. Pour prouver I’injectivité on
raisonnera comme dans la démonstration du théoréme 7.8.

Exercice 7.5
Résoudre par la méthode de Cholesky le systéme :

9x + 6y + 3z = 39
6x + 20y + 6z = 86
3x + 6y + 3z = 27

Exercice 7.6
Résoudre via la décomposition de Cholesky le systéme linéaire Ax — b avec

4 -2 29 6

22 —2 4
A=l 5 o2 63 |:2=|
0 1 36 3
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Exercice 7.7

. a b . . o
Soit A = ( c d ) € R¥*? non nécessairement symétrique.

1. a) Ecrire des conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier a,b, ¢, d
pour que I’on ait xT Ax > 0 pour tout x € R, x # 0.

b) Montrer que ces conditions impliquent ¢ > 0 et detA > 0 mais que la
réciprogue est fausse.

2. On étudie désormais le cas général. On dit qu’une matrice A € R"*" appartient
aPsixTAx > Opourtout x € R", x ¥ 0. On désigne par £; ’ensemble
des matrices triangulaires inférieures et & diagonale unité: £, est un groupe
multiplicatif. Soit @ € R"*" une matrice inversible. Montrer que

AEP & QAQT e P

3. Soit A € P. Montrer que ¢;; > O pourfouti = 1,--- | n.
4. Soit A € P.
a) Montrer qu’il existe L € L telle que AY = LALT se mette sous la forme

T
AD = ( 01(1) UB ) avec v € R" ' et B ¢ RO—1X@D

b) En déduire qu’il existe 7. € £, telle que
LALT =U

avec U € P triangulaire supérieure.

5. @) Montrer que toute matrice A € P se décompose sous la forme A = MUMT
avec M € L) et U € P, triangulaire supérieure et que cette décomposition
est unique.

b) Lorsque A est définie positive, montrer que 1’on retrouve la décomposition
de Cholesky.

Exercice 7.8 Calcul de ia racine carrée d'une matrice définie posi-
tive
1. Montrer que pour tout nombre réel a > 0 la suite définie par

1 a
JCO=1, xp+1=§ .¥p+x— N
p
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converge vers v/a. Cette méthode est attribuée 2 Héron d’ Alexandrie (premier
siecle de notre &re).

2. On se donne maintenant une matrice A € C"*” définie positive. Montrer que la
suite de matrices définie par

X():Inp Xp+I: (Xp+AX;l)

B[ =

est bien définie et converge vers A1/2,

Exercice 7.9 Dérivée de la racine carrée d'une matrice définie posi-
tive

Notons VE PH, — PH, Vapplication qui a la matrice A définie positive associe sa
racine carrée B = v/A.

1. Montrer que pour toute matrice K € C"*” Uintégrale

f exp(—¢B)K exp(—tB)df
0

est absolument convergente (utiliser exercice 3.14).

2. Montrer que Papplication C : PH, — PH, définie par C(B) = B est de
classe C°° et que
DC(B)H = BH + HB

pour tout H € H, (espace des matrices # X »n hermitiennes).

3. Montrer que , / est de classe C* et que
D, /(A) = DC(B) '

lorsque B = V/A.
4. En déduire que

D, /(A)K = f exp(—tB)K exp(—tB)d1,
0
pour toute matrice hermitienne H e H,, et que

1
DK, < 5B K],
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Exercice 7.10
On veut calculer I'inverse de la matrice définie positive A, € R*X”

2 -1
—1 2 -1
A= SN
-1 2 -1
-1 2

On sait qu’elle est associée a la discrétisation de la dérivée seconde dans un schéma
de différences finies (paragraphe 16.1). Considérons d’abord la matrice B,

1 -1
-1 2 -1
By =
-1 2 -1
-1 2
gui differe de A, par une matrice de rang 1 :
A = Bg+€1€{, (7.1)
olte; ¢ R ey = (1,0,...,0)7 est le premier vecteur de la base canonique de R”.

1. Montrer par récurrence sur n que det B, = 1. En déduire que B, est définie
positive et donner sa décomposition de Cholesky B, = CCT. Calculer By La
I’aide de cette décomposition.

2. A partir de 1'égalité (7.1) montrer que

_ o ij
A'JI= + -
3 (mm(z h -~ 1)

en utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury (exercice 1.9).

Exercice 7.11

Soit A une matrice définie positive ayant une structure bande de largeur 2p + 1.
Montrer que la matrice L triangulaire inférieure donnée par la décomposition de
Cholesky posséde la méme structure bande. On a vu que cette méme propriété est
aussi vérifiée pour la décomposition LU (exercice 6.5).



Chapitre 8

La décomposition QR

8.1 MATRICES DE STIEFEL

Nous verrons, lors de I’étude de la méthode des moindres carrés, qu’il est utile de
considérer la décomposition QR d’une matrice rectangulaire. Une telle décomposition
requiert des matrices unitaires « incomplétes » que nous introduisons ici.

Définition 8.1 On appelle matrice de Stiefel toute matrice S € C"*" (m = n) dont
les n vecteurs-colonne constituent une famille orthonormée dans C™. On note St,,
Uensemble de ces matrices.

Remargue 8.1. Une matrice unitaire est une matrice de Stiefel carrée : St,,, =
U,.

Proposition 8.2 § & C"*" est une matrice de Stiefel si et seulement si §*S =
I,. Dans ce cas, §S* est la projection orthogonale de C™ sur le sous-espace Im §
engendré par les vecteurs-colonne de S.

Démonstration. La premiére assertion est évidente : S*5 est en effet la
matrice dont les entrées sont les produits scalaires {s;.s;} ot les s; sont les
colonnes de 5. Pour prouver la seconde assertion (voir paragraphe 1.13 sur
les projections orthogonales) on note que SS*s; = s; pour toute colonne
s; de S et que §5*x = 0 pour tout x € (Im S)*. En effet cette dernitre
condition est équivalente 3 $*x = 0.
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8.2 DECOMPOSITION QR

Dans tout ce chapitre nous supposons que m = n.

Définition 8.3  On appelle décomposition QR d’une matrice A € C"" avecm 2 n
une identité A = QR oit Q € Sty est une matrice de Stiefel et oit R € C"*" est
friangulaire supérieure.

I n’y a pas unicité de ce type de décomposition puisque, par exemple, | = zZ pour
tout nombre complexe z de module 1. Toutefois ona:

Proposition 8.4 Toute matrice A € C™"*" de rang n posséde une et unte seule décom-
position A = QR avecr;; > Opourtouti =1...n.

Démonstration. Puisque A estde rang n la matrice A*A € C"*” est définie
positive (théorgéme 7.2). Elle posseéde donc une décomposition de Cholesky
A*A = R*R (théoreme 7.10) ol R € "% est triangulaire supérieure et &
diagonale positive. Prenons 0 = AR 1. Ona:

0*Q=RT*A*AR™'=R*(R"R)R™' =1,

ce qui prouve que & € St etque A = OR.

Pour prouver 1'unicité on part d’une seconde décomposition: A = Q'R’.
Ona A*A = R”R' = R*R donc R’ = R puisque la décomposition de
Cholesky est unique d’odt @ = Q’.

Remargue 8.2. On rencontre, dans la littérature consacrée 4 'algébre linéaire,
deux définitions de la décomposition QR. La premiére est celle donnée ci-dessus
A = Q1R avec Q| € Sty et R € C**" triangulaire supéricure. Une seconde
définition est A = Q, Ry avec G € U, et R, € C"*” triangulaire supérieure,
Dans le premier cas (| est rectangulaire et R carrée, dans le second cas c’est
I"inverse.

1.

3.

Les deux définitions coincident lorsque m = n c’est-a-dire lorsque A est
carrée,

Le lien entre ces deux définitions est le suivant : Q1 — @2(1 :m, 1 : n)et
Ry =Ry(1 :n,1:n),

Seule la premigre définition assure 1’unicité de la décomposition.

Cette premigre définition apparait naturellement avec la méthode de Gram-
Schmidt, la seconde avec Givens et Householder. C’est la raison pour laquelle
nous les conservons toutes deux.

Un des intéréts de la décomposition QR est que le conditionnement de la matrice A
n’est pas détruit comme cela peut étre le cas pour LU. Si A = @R le sysiéme linéaire
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Ax = b est équivalent & Rx = Q*b qui est un systéme triangulaire. Par le théoréme
5.4 A et R ont le méme conditionnement condy{A) = condy(R).

Nous allons maintenant décrire plusieurs procédés pour calculer cetie décomposi-
tion.

8.3 L'ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT

8.3.1 Description du procédé

Soient ay, . . ., a, des vecteurs linéairement indépendants d’un espace hermitien (ou
préhilbertien) E. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt calcule n vec-
teurs ¢, . . . , g, qui ont les deux vertus suivantes :

¢ IIs sont orthonormés,

e Pour tout i, les sous-espaces de I engendrés par a;, ..., et gq,...,q; sont
les mémes.

On obtient un tel résultat par I’algorithme suivant :

Algorithme de Gram-Schmidt

q = a/llell2

pouri =1:n-1 _
Pi+l — Uiy — Z:'c:} <ai+1=Qk> qk
di+1 — Pi+l/ ||Pi+1||2

fin

Ce procédé est & la base de la construction des polynémes orthogonaux. Notons gue
la base orthonormée obtenue dépend de I"ordre dans lequel sont pris les vecteurs «;.
Voir I’exercice 8.9 pour un procédé d’orthonormalisation indépendant de 1’ordre des
48

Soit A = {g)...a,) € C™*" une matrice de rang » dont les «; sont ses vecteurs-
colonne. L’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée aux ¢; donne la matrice
Q =(qy...q,) € Sty, et la matrice R € C"*” triangulaire supérieure & diagonale
positive telles que A = (R par I’algorithme qui suit :
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Décomposition QR par Palgorithme de Gram-Schmidt

i = llail

gi = ai/ |l

pouri =1:n—1
Pi+l = i+l
pourk =1:i

Frivl — (ai+11Q‘k)
Pi+1 = Pi+1 — Fri+19k
fin
Firtisl = || pistlly
Givl = Pis1/Tistiv1-
fin

8.3.2 Interprétation géométrique de G-S

Notons @: € St,; la matrice de Stiefel constituée des i premigres colonnes de Q :
q1,---,q;- L'identité ‘
14
Pi+l = iyl — Z {ais1, qr) Gr
k=1
montre que p;.1 — ;1 € Im @; etque p;yy € (Im 0+, autrement dit pis estla
projection orthogonale de a;,, sur (Im @;)*. Ainsi

Pir1 = Piai

ol P, = I, — @; Q7 est la matrice de la projection orthogonale sur (Im @;)* (voir le
paragraphe 1.13). L’algorithme de Gram-Schmidt s”écrit alors

Algorithme de Gram-Schmidt (formulation géométrique)

g1 = ay/ ||laili,
pouri=1:n -1

pir1 = Pidin

Gi=1 = piv1/ | pisill2
fin

8.3.3 Complexité de G-S

La complexité de cet algorithme est donnée par le compte suivant du nombre d’opéra-
tions arithmétiques :
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¢ 2m pour le calcul de 7y,

e m pour le calcul de g,

e 2mij pour le calcul de ry ),
o 2mi pour le calcul de p;.,,
¢ 2m pour le calculde ;. 4,9,
» m pour le calcul de g4

On obtient un total de
n—1
Im + Z(4mi +3m) = 2mn’ opérations arithmétigues.

i=1

8.3.4 Instabilité numérique de G-S

Donnons un exemple numérique. On prend une matrice A de Vandermonde 10 x 10
(voir le paragraphe 16.4) définie i partir de 10 points aléatoires. Le conditionnement
de A est important : condy(A) = 1.0022 10%. Soit » & R un vecteur aléatoire. On
résout le systtme Ax = b grice a la décomposition QR de A: x = R71Q*b. Les
résultats numérigues obtenus par I’algorithme de Gram-Schmidt sont les suivants (¥
désigne la solution approchée du systeme) :

o défaut d’orthonormalité | Q* Q — I1p/[2 = 7.1789 1074,
e norme de l'erreur ||x —X||2 = 71.7977.

L'égalité A = QR est par ailleurs satisfaite 2 ’ordre de I'unité d’arrondi =~ 10~*¢.
On constate une perte significative d’orthogonalité des vecteurs g; et 1a solution du
systéme calculée grice a cette décomposition est trés différente de la solution exacte.

Remarque 8.3. La raison de cette instabilité numérique peut &tre comprise en
raisonnant sur deux vecteurs d; et ay. Le procédé de Gram-Schmidt va générer
g1 = a1/ ||a |, puis le vecteur p; = ax — (a2, q1) g1 etenfin g2 = pa/ | p2f,.
Lorsque a; et a; sont deux vecteurs quasi proportionnels, les vecteurs a» et
{az,q1) q) sont a peu prés égaux, leur différence sera donc petite et g; sera
obtenu comme quotient de deux petites quantités d’ol des instabilités numé-
riques.

Prenons a; = (—0.88061, —0.47384)7, a, — (—0.881, —0.474)7 et calculons avec
cing décimales. On obtient gL =ay, {az, 1) = 1.0004, py = (—0.00004, 0.00003)7
ce qui conduit & un angle (g;, p2) = 66.4 degrés bien loin des 90 degrés souhaités.
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8.3.5 Lalgorithme de Gram-Schmidt modifié

On peut remédier en partie a ce défaut en ordonnant différemment le calcul des
vecteurs p;. On décompose V'opérateur de projection orthogonale P; de la maniere
suivante :

P = Im - Qi Q? = (I, —CI;CI;*) . -(Im _q1q;‘)

Il est facile de prouver que ces deux expressions de F; sont égales. Cependant, du fait
des erreurs d’arrondi, les deux formes ne sont pas numériquement équivalentes. Ce
nouvean calcul donne lieu 4 Yalgorithme de Gram-Schmidt modifié :

Algorithme de Gram-Schmidt modifié

q :a1/||a1||2
pouri =1 :n—1
I = A1
pourk =1:i
2=z - (&, )%
fin
Giv1 = 2/ ”2”2
fin

L’algorithme de Gram-Schmidt modifié appligué au systéme considéré au para-
graphe 8.3.4 donne {e résultat suivant :

o défaut d’orthonormalité || Q* Q — Iyoll> = 1.5229 1077,

 norme de erreur |[x — Xj» = 0.0970.

L'orthogonalité des vecteurs est mieux satisfaite que par Palgorithme de Gram-
Schmidt et la solution du systeme meilleure, bien qu’encore assez médiocre. On
verra au paragraphe 8.5.3 que la décomposition QR obtenue grice a la méthode de
Householder donne de meilleurs résultats.

8.3.6 Procédé de réorthogonalisation

Une autre méthode fréquemment utilisée pour améliorer I’ orthogonalité des colonnes
de Q consiste 4 appliquer une seconde fois 1’algorithme de Gram-Schmidt 4 la matrice
Q que 1’on vient de calculer et dont on a vu gu’elle ne vérifiait qu’imparfaitement
I’égalité Q*Q = I,. On obtient la décomposition @ = Q'R’ etdonc A = Q'(R'R).
La matrice R’'R est triangulaire supérieure et Q' est la matrice de Stiefel de ceite
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nouvelle décomposition QR de A. En général les colonnes de Q” vérifient les relations
d’orthogonalité avec une bonne précision et il n’est par nécessaire de poursuivre au-
dela ce processus.

La complexité des calculs de cette méthode a plus que doublé par rapport & 1’al-
gorithme de Gram-Schmidt puisqu’il faut aussi considérer le produit des matrices
triangulaires supérieures R’ R.

Donnons une illustration de I"etficacité de cette méthode pour le systéme numérique
déja considéré :

e défaut d’orthonormalité || Q" Q' — Iol2 = 6.7759 1016,
» norme de lerreur ||x — x|z = 1.1819 1011,

Les résultats sont meilleurs que ceux obtenus par les transformations de Housechol-
der (voir paragraphe 8.5.3).

8.4 ROTATIONS DE GIVENS

Nous n’allons considérer, dans ce paragraphe, que des matrices réelles, le cas complexe
fait 1’ objet de |"exercice 8.8. Une rotation de Givens consiste en une rotation d’angle
—0 dans le plan Ox;x;. Elle est donnée par G(i. j.6)x = y avec

[ )
1
cos sind
1
G(‘1]19):
1
—siné cos @
1
\ 1)
¢’esi-a-dire
Xk k#1,j,
Y =1<& x;cosf+x;sinf k=i,

—x;sinf+x;cos6  k=j.
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11 est clair qu’il s’agit 1a d’une transformation orthogonale. On peut forcer y; a étre
nul en prenant

cosf = et sinf =

i

Une succession de telles rotations permet d’appliquer un vecteur a € R™ sur le vecteur

+{lall
0

0
11 suffit, pour ce faire, d’effectuer le produit suivant de rofations de Givens :
G(1,2,6)G(12,3,63)...G(m — 1,m,0,)a
I’angle 6, est choisi de fagon a annuler la k-iéme composante du vecteur
G,k +1,6,.)...G(m — 1,m,8,)a

comme indigué dans I’algorithme suivant :

Algorithme de Givens pour la transformation d’un vecteur

pouri =m:—1:2

r=./a 1_l+a

a1 =F
a; =90
fin

Notons enfin que "on peut controler le signe de la premidre coordonnée * ||a||, en
remplacant 8 par 7 + 6.

Pour obtenir la décomposition QR d’une matrice A € R””*” on applique la méthode
précédente aux différentes colonnes de A comme indiqué dans le schéma suivant :

G(3.4) G(2,3) G D G334
= — = ps

X X X X
X X X X
X X X X
oo O X
X X X X

O X X X
O S X X
X X X X
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XX XX
0 x G(2,3) 0 x
o x| o o
0 0 0O 0

Algorithme de Givens

pour j =1:n—1
pouri =m:—1:j—1
2 2

r—jai | ;+aj
c =ai,1j/r

M =a,-j/r

di_1; =T

a,-j =0

pourk — j+1:n
i 1k =Cdi 1%+ 5
Gip = —Saj_1; +Cdi
fin
fin
fin

Ceci montre que

r—1

Z(G(n — )+ 6)m — j+2) = 3mn® —n.

i=1
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Noter que I’ ordre choisi dans la composition des rotations de Givens ne perturbe pas
les zéros déja acquis. L'algorithme correspondant est le suivant :

Théoreme 8.5 Toute matrice A € R™*" posséde une décomposition A = QR avec
R € R™*" triangulaire supérieure et Q € ©,,, produit d’au plus n(2m —n — 1)/2
rotations de Givens. L'algorithme de Givens calcule la matrice R en ~ 3mn* — n
opérations arithmétiques.

3

Démonstration. Le calcul de r, ¢ et s compte pour 6 opérations, puis 6
autres opérations dans la boucle & d’oi un total de 6{n — j) + 6 ops. La
boucle sur i puis celle sur j conduisent & un total de
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8.5 LA METHODE DE HOUSEHOLDER

8.5.1 Symétries orthogonales
Définition 8.6  Soif w € C™ un vecteur unitaire ¢’est-a-dire tel que
w2 = (w, w) — ww = 1.
On appelle matrice de Householder associée a w
Hy, =L, —2ww™.
Théoréme 8.7 H,, est la symétrie orthogonale par rapport a I'hyperplan
Hy={ucC" : (u,w)=0}.

Elle est hermitienne et unitaire : H,, — H} — H; .

Démonstration. H,(w) = (I, — 2ww™)w = w — 2w(w*w) = —w parce
gue w*w = 1. De plus, pour tout # € H,,, Hy(u) = (In — Zww™u =
u — 2w(w*u) = u puisque w*u = (u,w) = 0. Ceci prouve que H,, est
bien la symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan ‘H,,. Notons enfin que
HY = (I, = 2ww*y* = I — 2ww* = Hy et HiHy, = (In — 2ww™)? =
I, ~— dww® + dww*ww* = I, parce que w*w = 1. Ceci prouve que
la symétrie orthogonale par rapport 4 ’hyperplan H,, est hermitienne et
unitaire.

Etant donné deux vecteurs dans R™ de méme longueur, on peut les rabattre I’un
sur I’autre par une symétrie orthogonale. En termes plus imagés, 1'un est « I"image
miroir » de 1"autre. Pour des vecteurs complexes cela n’est vrai qu’a un changement
d’argument pres :

Théoréme 8.8 Soient u; et uy € C" de mémes normes et indépendants. 1l existe
w € C™, unitaire, et un nombre complexe 6 de module 1 tels que

H,(uy) = 6u;.
Démonstration. On prend

6 = exp(—i arg(ujuz))
et

uy — Gz
o — 2
g — Buz||,




8.5 La méthode de Householder 117

L'indépendance de u| et u, fait que u; — Qug £ 0. Ona: H,(uy) =

wiug — Ouiu
Tu — R(Guiua)

(3 — Bu)(u1 — Ouz)”
(#1 — Ouz)*(u) — Ouz)

uy — uy — (0 — Gua)
U

Le choix de 6 fait de i} un nombre réel positif donc
R(Outuz) = Oufuy = Buu

de sorte gue

Hu.(u[) = U — (ul - 6”2) = 9“2.
Lorsque les vecteurs u; et 4, ne sont pas de méme norme, il suffit de considérer le
théor2me précédent avec w1 /|ju1l2 et 1y /| ua|2- On obtient le résultat suivant

Corollaire 8.9 Soient u, et uy € C™ indépendants. Il existe w € C™ unitaire et un
nombre complexe k # 0 tels que

H, (1) = kus.

Le cas réel se traite de fagon similaire :

Théoréme 8.10 Soient u et uy € R™ de mémes normes et indépendants. Posons

U+ i
Wy = ————
1 + w2l
et
Uy — Uz
w . = —--,
oty = u2ll,
Alors

H, (1) =uyet Hw*(hf]) = —us.

Corollaire 8.11 Soient u; ¢t uy € R" indépendants. Il existe w € R™, unitaire, et un
nombre réel positif (vesp. négatif) k tels que

Hyuyy — kus.

8.5.2 QR via Householder

La méthode de Householder pour calculer la décomposition QR d’une matrice A €
C™*™ repose sur la construction suivante

Théoréme 8.12 1l existe une matrice unitaire Q € U, produir d’au plus n matrices
de Householder (n — | matrices si m = n) ef une matrice triangulaire supérieure
R € C"*" a diagonale positive ou nulle telles que A = QR.
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Démonstration. Soit a; le premier vecteur-colonne de A et soit ¢; le premier
vecteur de la base canonique de €™ : ¢; = (1,0,...,0)!. Sia; = ke, il
n’y arien & faire et I’on pose H; = 1I,,. Sinon, en vertu du corollaire 8.9, il
existe une matrice de Householder H; et un scalaire k; # 0 tels que

ky ay, ... al,
0
H1A=

Aprés f telles étapes on obtient

Hi...HA=

Aj

o 0 V)

ol A; est une matrice (m — j) X (n— j). Appliquons & A; la méme procédure
que pour A : notons d;4; € €™~/ la premigre colonne de A; et & € C”
le premier vecteur de la base canonique de € ~/. Sj @, est proportionnel
a e, onpose Hj. = I, et on passe a |’étape suivante. Sinon, on calcule une
matrice de Householder H;,; € Con=DXm=J) o un scalaire ki € Ciels
que

Hj+1&j+1 — kj+lél .

Ala matrice de Householder H;,; € C=)%0n=1) nous associons la matrice
Hj.y € C™*™ donnée par

(L 0
HJ+1(O gj+1)-

Il est facile de voir que lorsque H ;1 est 1a matrice de Householder associée
au vecteur w & €™/, H;,; est la matrice de Householder associée au

vecteur w € C™ tel que
0

0
W
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d’ ol

Hj+1HJ‘...H1A =

0

Householder suffisent,

kj+1
0

0

Aj+1

)
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La muliiplication & gauche de H; ... Hi A par Hjy ne modifie que le bloc
Aj, qui est transformé en H; 1A}, et laisse inchangé le reste de la structure

[
0 -

Le processus s’arréte aprés n telles étapes. On obtient alors une matrice tri-
angulaire supéricure H, ... HA=Rd ol A= QRavecQ = H; ... H,.
Lorsque m = n la derniére étape n’est plus nécessaire parce que la matrice
A, est de taille 1 x 1 donc déja triangulaire supérieure ; 7 — 1 matrices de

Remargue 8.4. Par construction des mairices de Householder H;, les diffé-

rentes colonnes g; de la matrice Q = H) ... H, sont données par ¢; = Qe;

Hl...HjeJ,-.

8.5.3 Lalgorithme et sa complexité

La triangulation d’un syst&éme via la méthode de Householder est résumée dans 1"algo-
rithme suivant que nous donnons pour des matrices réelles. La matrice R obtenue a

une diagonale positive ou nulle,
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Décomposition QR par la méthode de Householder
L e
pour j =1:n
2_ g 2
a” = Zz‘:j-!-l |
sie #£0
2 s
B=lajl" +a
w; =a; —p u
pouri = j+1:m — ) i{_c’%&m
Wi = & I
fin

'LUU_)T

H = Im—j+1 _2—2
lelz
A(jim, jn)=HA(G :m,j:n)
fin
fin

Le calcul du produit de matrices IT A(j : m, j : rn) demande en principe 2(m — j +
1)2(rn — j + 1) opérations arithmétiques, Compte tenu de la structure particuligre de
H, on peut I'effectuer en &~ 4(m — j + 1)(n — j + 1) opérations. 1 suffit de procéder
de 1a fagon suivante :

1. On calcule le produit vecteur ligne-matrice w” A(j : m, j : ) : ceci nécessite
A2 2(m — j+ 1)n — j + 1) opérations,

2. On évalue v = —240s puis v (wT A(j : m, j : n)) ce qui demande ~ (m — j +
D —j+1),

3. On ajoute le résultat obtenu & A(j : m,j : n) dod (m — j+ D(n — j+1)
opérations supplémentaires, -

4, Comme 1 < j < n on obtient au total (les opérations oubliées dans ce compte
ont un ordre de grandeur inférieur)

2 , . .
Z dm — j+1)n— j+1)~2mn* — §n3 opérations arithmétiques.
Ji=1

Cet algorithme est donc moins coltteux que 1’algorithme de Gram-Schmidt (2mn?)
mais il taut noter que ce dernier calcule les matrices ( et R a la fois alors que les
algorithmes de Givens et de Householder ne fournissent que la matrice R.

Une évaluation possible de 0 utilise 1a remarque 8.4 : les différentes colonnes g;
de la matrice Q = H, ... H, sont données par q; = Qe; = H, ... Hje;. Ce calcul



8.6 Réduction a la forme de Hessenberg 121

requiert 5 2mn? — 2n* opérations arithmétiques, mais il suppose que 1'on stocke les
matrices H, ... H,.

Une demigre possibilité consiste 2 effectuer le produit @* = H,, ... Hy ce qui évite
de conserver les différentes matrices de Householder mises en ocuvre. Cette stratégie
cofite 2= 4(m’n — mn? +n° /3) opérations arithmétiques.

Considérons & nouveau I’exemple du paragraphe 8.3.4 en utilisant la décomposition
QR par les matrices de Houscholder (fonction gr de Matlab). On obtient le résultat
suivant :

o défaut d’orthonormalité || Q* Q@ — [ipll; = 1.1917 10715,

s norme de P’erreur ||x — X1 = 1.4980 108

On constate 'excellente précision numérique des calculs obtenus avec 1a méthode
de Householder.

8.6 REDUCTION A LA FORME DE HESSENBERG

Définition 8.13 Une matrice H € C"*" est dite de Hessenberg lorsque h;; = 0 pour
touti > j+1.

Une matrice de Hessenberg H est de la forme

H= L (8.1)

X X

On va montrer que toute matrice A est unitairement semblable & une matrice de
Hessenberg. Cette décomposition peut &tre obtenue grice aux matrices de Househol-
der et de Givens déja considérées pour la décomposition QR. Nous donnons ici la
décomposition par les matrices de Householder.

Théoreme 8.14 Etant donné une matrice A € C**", |l existe une matrice unitaire Q
produit d'au plus n — 2 matrices de Householder telle que Q* A Q soit une matrice de
Hessenberg.

Démonstration. Si la premiere colonme a; de A est du type
a; = f(an,a,0,...,00" alors on pose H, = I, Sinon, les vec-
teurs dz = (aa1,. ... a4y ) eté; = (1,0,... 07 € C"~! sont indépendants
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donc, par le corollaire 8.9, il existe une matrice de Householder
Hy € C=1*0-1) et un scalaire k; tels que

Hadiy = ky8,.

1 0
H2(0 HJ

qui, comme nous I’avons vu, est aussi une matrice de Householder. On a

On pose

ayy dp diz ... dyy
ky

HhA=| O

. A]
0

La multiplication a droite de H» A par H; ne modific pas la premi¢re colonne
de H»A. On obtient la matrice

ap a2 @iz ... dpg
ki

HAH; = | O

A

On recommence ce méme procédé sur la matrice A, et aprés n — 2 étapes
on obtient

H._\ .. HAH ... H*  =H

n—]

ol H est de Hessenberg (4 ne pas confondre avec les matrices de Househol-
der H;). 1l suffit de poser Q = H, ... H; , = H,... H,_1 pour avoir la
décomposition de Hessenberg A = QH Q*.

La forme algorithmique du théoréme 8.14 est donnée ici pour des matrices réelles :
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Forme Hessenberg par 1a méthode de Houscholder

pourj=1:n-2

2
o =3 0 4]
sia#Q

B — 1,"laj+1j|2+0.’2

Wi = Q1 — P
pouri =j+2:n

Wy = &
fin

H=1I, ;-2

T

llwll3
Aj+1:n,j:ny=HA(j+1:n,j . n)
All:n, j+1l:n)=A0:nj+1:nm)H
fin
fin

Le décompte des opérations est le snivant :

LI %n3 opérations pour le produit des matrices HA{(j + 1 : », j 1 n) (voir

paragraphe 8.5.3),

. Zj;fzm(n — j) = 21’ opérations pour le produit des matrices A(T :n, j +1:

nyH,

soit & ¥pn3 opérations pour le calcul de la matrice de Hessenberg. 11 faut ajouter 3

cela == §n3 opérations pour le calcul de la matrice @ (voir paragraphe 8.5.3).

Remarque 8.5.

1. La matrice obtenue par cet algorithme est du type Hessenberg et, lorsque le
cas o = 0 ne s’est jamais présenté dans son déroulement, les entrées A;,1;
sont foutes positives.

2. La décomposition de Hessenberg peut aussi s’obtenir a I’aide des matrices
de Givens.



124 8 - La décomposition QR

8.7 TRIDIAGONALISATION D’UNE MATRICE HERMITIENNE

Définition 8.15 Une matrice T est tridiagonale ! 5i T;; = 0 lorsque |i — j| > .

La décomposition de Hessenberg d’une matrice hermitienne conduit 4 une matrice
(hermitienne) tridiagonale. Nous donnons ici le procédé de tridiagonalisation qui
utilise les matrices de Householder.

Théoréme 8.16 Erant donné une matrice A € C"*” hermitienne, il existe une matrice
unitaire Q produit d’au plus n — 2 matrices de Householder telle que QA Q* soit une
matrice tridiagonale hermitienne.

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du théoréme 8.14. Le
résultat de la multiplication & gauche de A par la matrice de Householder H,
ne modifie pas la premiére ligne de A. Puisque la matrice A est hermitienne

cette ligne est la conjuguée de la premieére colonne de A et @y = @;;. Ona
an an @i ... dn
ky
HA—| 9
: A,
0

En multipliant & droite par Hy = H, on a donc

aii k—l 0 ... 0
k)
mAH; =] 0
5 A,
0
oit A; est elle-méme hermitienne. On recommence avec A; ce qui vient
d’étre fait avec A et apres n — 2 telles étapes on a :

H, 2. . HAHS . .H* , =T

tridiagonale hermitienne. Il suffitde poser Q = HY ... H} , = H>... H,—
pour avoir la décomposition A = QT Q*.

Cette décomposition s’obtient également grice aux transformations de Givens.

1. D’aprés la définition générale (voir exercice 6.5) une matrice tridiagonale est une matrice bande de
largeur 3.
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8.8 L'ALGORITHME D'ARNOLDI

La décomposition A == Q H Q* sous la forme de Hessenberg n’est pas unique. Déter-
minons le nombre de variables réelles indépendantes d une matrice Q € U, vnitaire
et d’une matrice H € C"*" de Hessenberg.

Pour Q € U, nous obtenons le décompte suivant :
o dimg C"" = 212,
» n(n — 1)/2 conditions d’orthogonalité et donc n(n — 1) équations réelles,
» 1 conditions de normalité et donc »n équations réelles.

Cette heuristique « montre que » dimg U, = 21> — a(n — 1) — n = »>.2 Pour une
matrice H € C"*" de Hessenberg, ona (14+2+. . .+n)+(n—1) coefficients complexes
et done n? + 3n — 2 coefficients réels. Sachant que A € C"*" admet 2n” coefficients
réels, nous disposons donc de 3n — 2 parametres réels arbitraires. Cette possibilité est
utilisée par ["algorithme d’ Amoldi qui calcule une décomposition de Hessenberg de A
ayant la premigre colonne de (7 fixée (2n — 1 paramétres réels) et les arguments des
coefficients h ;.1 ; fixés, par exemple k;,1; > 0 (n — 1 parameires réels).

Considérons un vecteur unitaire g; € C”. Nous souhaitons construire une matrice
unitaire @ = (g14; . .. g,) ayant ¢; pour premiére colonne et une matrice H de
Hessenberg a sous-diagonale positive (f;41; > Opourtouti = [...n — 1) telles que
A= QHQ?*, c’est-a-dire

AQ = QH. (8.2)

La premiére colonne de (8.2) montre que
Agr = hngr1+haug

on a donc h2193 = Ag; — h),4,. La condition d’orthogonalité (g, g) — 0 permet de
déterminer

hi = (Aq1,q1) = q7 Aqy.

Par ailleurs, la condition ||g2||, = I implique
lhau| = [|Ag: = huqi|la-
Si Agi — h1191 # O est distinct de zéro, on peut alors choisir

hy = ||Agt — higi|z > 0

2z -
2. Th s’ agit 1a de 1a dimension de 1, en tant que sous-variété différentiable de B* . Nous admettons ici
que les relations &’ orthonormalité Q™ @ = I, sont indépendantes.
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et
g2 = (Aq1 — huq)/ha.

On aurait pu tout aussi bien prendre hz; = z||Agy — h11g1]i2 avec z € C de module 1.

Supposons avoir construit les j premiéres colonnes de Q etde H avec les conditions
requises. La relation (8.2) appliquée & 1a colonne j donne

j+l

Agi = hig
i=1

et I’on obtient

J
hinjqjn = Agj — thjqz'- (8.3)
i=1
Puisque les vecteurs ¢; (i = 1,..., j) sont orthonormés, les coefficients hy; (i =
1,....j) sont déterminés par les contraintes d’orthogonalité (¢g;.1,¢;) = 0, ce qui

donne
hi; = {Aq;,q:) = q] Agq;-

SiAg; — Zf:] hi;q; 7 O alors on choisit

i
hyny =l1Ag; =Y hyglz >0

l‘:]
et

j
gin = (Ag; = > hijg) /B ;.

i=1

Si le processus se poursuit jusqu’a I"étape n — 1, c’est-a-dire si Ag; — Y./, hijqi # 0
pour j = 1,...,n — 1, alors (¢, ..., g,) est une base orthonormée de C”. Dans
cette base, écrivons Ag, = Z;':] h;,q;. Les coefficients h;, sont encore donnés par
hin = g Agn et la matrice H est enfin déterminée. On a ainsi défini 1’algorithme
d’ Arnoldi :
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Algorithme d’ Arnoldi
Entrée: A, H € TV H = 0, ¢ € C" de norme 1

pour j=1:n—~1

= qu'
Piv1 =2
pouri =1:j
hij =4z
Pis1 = Pi+1 — Pijdi
fin
hj1j = |l
si hj+1j =0
k=]
stop
fin
qjv1 = Pj+1/hj+1j
fin
k=n
pouri =1:n
hin = 47 Aqy
fin

Sortie 1 k, Qx = (g1 - .- qi) € Sty, Hy € C** de Hessenberg avec k4 ; > 0.

D’une maniere générale, lorsque 1"algorithme s’ arréle

o Sik<n—lethy =0, ona AQ, = QyH, avec Qk € Styy, Hi € CF*k de
Hessenberget AQ; = Q4 H; pourtout j < k avec H =H(1:j+1,1:7).
Les colonnes de O engendrent un sous-espace de C7?, de dimension &, invariant
par A.

*Sik =n—1ethy ;é 0, on a obtenu a la fin de la boucle & I’égalité
AQ,_ = Q,H, 1 avec H, ; € C*-1 que I'on transforme en AQ, =
Q. H,, au travers de la dernigre boucle de 1’algorithme.

Nous résumons les propriétés que nous venons de décrire dans la

Proposition 8.17 L’algorithme d’Amoldi calcule un entier k < n, une matrice de
Stiefel Q € Sty et une matrice de Hessenberg Hy € C¥%* telles que AQy = Qi
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ethjy; > 0pourtout j = 1,... k — 1. Les colonnes q; de Q engendrent un
sous-espace de dimension k de C" invariant par A. On a les égalités

AQ; = Qj+1gj
AQ; = Q;H;+hj, g€} 8.4

pour tout j <k, ennotant Q; = Qu(1:n,1: j), Hy = H(1:j,1: ), I—:’j = Hi(1:
J+ 1,11 j)ete; le j-ieme vecteur de base de R/,

Cet algorithme est un cas particulier d’algorithme de Gram-Schmidt : il s’agit de
I’orthonormalisation de la base (g, Ag;, Aga, . .., Agr—1) ol chaque ¢; est construit
grace aux vecteurs ¢,...,q¢; 1 ¢t Ag;_i. A ce titre on observe les mémes défauts
numériques que dans 1'algorithme de Gram-Schmidt : lorsque j croit, les vecteurs
gq; calculés ne vérifient pas la contrainte d’orthogonalité de maniére satisfaisante.
On modifie les calculs de 1a méme facon que dans 1'algorithme de Gram-Schmidt
(paragraphe 8.3.5), 1.7 égalité (8.3) s’écrit

hiv jqim = PjAg;

oo P; =(l, — Q;07) et Q; = (g1 -..q;) € Sty;. Le projecteur orthogonal P; admet
la décomposition

P; = H{-:l(ln - ‘IE‘Ii*)

et les matrices (I, — ¢:¢/) commutent entre elles. Nous obtenons ainsi 1’algorithme
d” Arnoldi modifié.
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Algorithme d* Arnoldi modifié
Entréc: A, H € C"**, H =0, g, € C" de norme 1

pourj =1:n~1

7= Aq;
pouri =1:j
h;‘j = q,-*z
z=z hiyg
fin
hjvj = flzll2
si hj+1j =0
=J
stop
fin
gir1 = Z/thj
fin
k=n
pouri =1:n
Ry = ‘L‘*AQn
fin

Sortie : k, Qx = () ... qx) € Stux, Hy € C*** de Hessenberg avec k4 ; > 0.

Définition 8.18 Une matrice de Hessenberg H dont les coefficients h ;. ; sont dis-
tincts de zéro est dite non réduite. La matrice Hy, donnée par Ialgorithme d’Amoldi

en est un exeinple.

La complexité de I'algorithme d’ Amoldi est celle de 1’algorithme de Gram-Schmidt
auquel il faut ajouter le coiit des produits Ag;, j = 1,..., k. Chaque produit néces-
site 2n% opérations. 1. algorithme d’ Amoldi requiert donc ~ 2nk? + 2rnk opérations

arithmétiques.

8.9 L'ALGORITHME DE LANCZOS

Lorsque la matrice A est hermitienne, la décomposition de Hessenberg A = QH Q*
montre que la matrice H est également hermitienne et donc tridiagonale. Notons T
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cette matrice

6}1—2 Enfl Bn_l
Bn—] Xy

Nous allons suivre la méme démarche qu’au paragraphe précédent en considérant
les relations existant entre les vecteurs-colonne des matrices A et ¢ déduites de la
relation

AQ=T¢Q (8.5)

et les propriétés d’orthogonalité des colonnes de Q.
On suppose que le vecteur unitaire g; est donné. La premiére colonne de I’égalité
(8.5) donne
Agq = a1q1+Biq
d’ol I'on déduit E]qg = Ag — a1q;. Le vecteur Aq; — a14q; colinéaire a g doit
étre perpendiculaire a g,. Le choix du coefficient ) est imposé par cette contrainte :
on a {Ag, — a1q1,q1) = Oetdonc a; = g{ Ag;. Par ailleurs, ||¢2|]2 = 1 implique
1B1] = |Aq1 — ai1qill2- Si ||Agr — a1q1]|2 est distinct de zéro, on peut alors choisir
B1 = |Ag1—e1q1||2 > Oetga = (Ag1 —a14))/ B De cette dernitre égalité on déduit

aussi que g3g = 1 = ¢5(Aq) — m1q))/B1 = g5 Aqy/By et donc By = g7 Aq, =
g7 Ag puisque A est hermitienne et 3y réel.

Plus généralement, pour les colonnes successives j =2,... . n —1 ona

Ag; = Bi—1qj—1 + a;q; +quj+1,

que I’on écrit sous forme d’une récurrence A trois termes :

Bdjv1 = Agq; — Bj_19,1 — @;g;. (8.6)
Supposons que les vecteurs ¢;,i = 1,...,j solent orthonormés et que 3; ; € R
vérifie B = ¢j Ag;— = q;‘-‘_lAq j- Le produit scalaire par ¢; des deux membres

de Iégalit€ (8.6) donne a; = ¢ Ag;. Le produit par ¢;_, donne B; | = ¢g;_;Aq;
qui est déja vérifié par hypothése. En considérant la norme, on obtient

\AB;'| = ||AQ'j —Bi-149j— —ﬂ-’jQ‘sz.
Si||Ag; — Bj—1gj-1 — a;q;|2 # Oonpose B; = ||Ag; — Bj—19,_1 — a;q;|2 et

gj1=(Ag; — B 1q9;1 —a;q;)/B;-
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Cette égalité donne en outre B; = ¢7,,Aq; = g Ag;y1. On poursuit ainsi le calcul
tant que B3; est distinct de zéro.

De cette récurrence, nous déduisons 1’algorithme de Lanczos qui calcule les vecteurs
g; a partir d’'une vecteur g;.

Algorithme de Lanczos
Entrée : A, T e C" T =0,g € C"denorme 1, go =0, By =0
pour j=1:n—1
z = Ag;
@j =qjz
z=z—a;q; — Bj-19j-1
B =lzil2
si Bj =0
k=]
stop
fin
dj+1 = Z/Bj
fin
k—=n
&y = gy Adn
fin
Sortie 1 k, Or = (g1 ...G1) € Stur, e = T(1 1 k, 1 : k) € CH*¥ tridiagonale

La complexité de Talgorithme de Lanczos est dominée par les produits
Ag;, j=1,... kcequidonne ~ 2nk opérations.
Remarque 8.6. Une récurrence A trois termes se renconire aussi dans la
construction des polyndmes orthogonaux tels que, par exemple, les polynbmes
de Legendre, de Chebyshev ou de Jacobi utilisés dans les formules de
quadrature de Gauss. L' orthogonalité des polynémes y est donnée au sens du
produit scalaire

(f.g) = f Fig@mdr,
{

ou [ estun intervalle et @ : T —]0, +00[ une fonction poids.
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8.10 CONDITIONNEMENT DE LA DECOMPOSITION QR

Comment les variations de la matrice A influent-clles sur sa décomposition QR ?
Pour traiter cette question nous allons, suivant les principes exposés au chapitre 5,
calculer la dérivée de I’application A — (Q, R). Nous avons vu a la proposition 8.4
que cette application est bien définie & condition de prendre pour ( une matrice de
Stiefel et pour R une matrice a diagonale positive. Le calcul de sa dérivée repose sur le
théaréme de dérivation des fonctions inverses : on commence par dériver 1" application
(Q, R) — A, ce qui est trés facile, puis on calcule V'inverse de cette dérivée, ce qui
I’est moins. On a ainsi obtenu la dérivée de I’application A — (@, R). Mais une
difficulté se présente. L application (Q, R) — A est définie non pas sur un onvert d'un
espace vectoriel mais sur une variété différentiable : ¢’est donc de calcul différentiel
sur les variétés (ici des sous-variétés) dont nous aurons besoin. Afin qu’un lectenr
peu familier de ces notions puisse suivre le déroulement des calculs nous présentons
brig¢vement, dans les lignes qui suivent, les outils nécessaires. On pent sans domnage
éviter ce paragraphe, il ne sera pas utilisé par la suite.

8.10.1 Sous-variétés différentiables

Définition 8.19 (Sous-variétés) [Un sous-ensemble V de R" est une sous-variété de
classe C¥ (k = 1) lorsque, pour tout x € V, il existe un voisinage ouvert U de x dans
R" et une application F : U — R", m indépendant de x € V, qui vérifie les trois
conditions suivantes :

1. F est de classe C*,
2. Pourtourx € V, rang DF(x) = m,

3. vnU = {yelU : F(y)=0}. Une telle application est appelée « équation
locale » de V en x. La dimension de V est définie par dimV = n — m.

Remarque 8.7, La condition de surjectivitté pour les équations locales
(rang DF(x) = m pour tout x € V) peut &tre remplacée par une condition
de rang constant ; pour un méme entier r, 0 < r < m, pour tout x € V,
rang DF(y)y—rpourtout y € /. Dansce casdimV =n —r.

Donnons quatre exemples de sous-variétés :

e Un onvert  de R”. Une équation locale est donnée par 1’application nulle
F:Q — R, F(x) =0. Ainsi dim £} = n.

¢ Un sons-espace affine E de R”. Un tel sous-espace s’écrit £ = a + Ker L
aveca € Eet L : R" — R” linéaire. Une équation locale est donnée par
Fx)= L(x —a),xcR" etonadim £ =n —rang DF(x) = dimKer L.
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¢ La sphére unité "' dans R". 1."équation de la sphere, F(x) = ||x[|3 — 1, est
de rang maximum, égal & 1. pour tout x € R”, x 5 0, donc dimS"~' =» — 1.

* Le groupe orthogonal ©@,,. Dans ce dernier cas, on peut prendre £ : GL, —
R*** donnée par F(A) = AAT — [,,. Coinme rang D F(A) = n(n + 1)/2 pour
tout A € GL, on obtient dim @, = #% — n(n + 1)/2 = n(n — 1)/2.

Définition 8.20 (Espace tangent) Soit V une sous-variété de classe C* et de dimen-
sion d de R et soit x € V. A toute courbe (de classe C') contenue dans V' et passant
par x associons son vecteur-vitesse en x : si vy ] — 1, l{— V avec y(0} = x posons
X = %y(t) li=0. L'ensemble de ces vecteurs constitue un sous-espace vectoriel de
dimension d de R" appelé espace tangentenx a V et noté T, V.

Lorsque F est une équation locale de V en x on montre que
T:V = Ker DF(x).
Reprenons nos exemples :

o Pour un ouvert L de R” ona T,{) = R?,

e Pour un sous-espace affine E = a4+ Ker Lona T, E =Ker L,

» Pour la sphere mnité, T,5" ! = {y e R" : (y,x) =0}

e Pour le groupe orthogonal, TG, = {QV cveR vl 4y = 0} .

Définition 8.21 (Dérivée-1) Soit f : V — R™. Ondit que f est de classe C' lorsque,
pour tout x € V et pour toute courbe y 11 — 1,1{— V passant par x (y(0) = x)
Uapplication f oy :] — 1, 1[— R™ est de classe C'. Lorsque c’est le cas on définit la
dérivée de [ en x dans la direction x € T,V par

. d . _d
Dfox = - foy® lr=0 , forsque x = —y(®)]i—0 -

Définition 8.22 (Dérivée-2) Soient V C R* et W C R™ deux sous-variétés de classe
C* et soit £ : V — W de classe C' (au sens de la définition précédente). Il est
clair que Df (x)X € Ty, W pour tout X € T, V. La dérivée de f en x est donc une
application

Df(xy: T,V — TrnyW.

Bien souvent f admet un prolongement naturel ¢ défini sur un voisinage ouvert
de V dans R”". Par exemple I'application (Q, R) — QR est définie quel que soit la
paire (Q, R) et pas seulement lorsque O est orthogonale et R trianguiaire supérieure.
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Lorsque le prolongement g de f est de classe C! au sens habituel du terme, la dérivée
de f enx & V est égale a larestrictionde Dg(x)a 7,V :

D(g |v)(x) = Dg(x)|r,v -

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme d’inversion locale dans le cadre
des sous-variétés :

Théoréme 8.23 (Inversion locale) Soient V C R” et W C R™ deux sous-variétés de
classe C* et de méme dimension d et soit x € V. Soit f : V — W de classe C' telle
que Df(x): T,V — Ty, W soit un isomorphisme. Alors, il existe un ouvert Vy de V
contenant x ainsi qu’un ouvert Wy de W contenant f(x) tels que f : Vi, — Wy
soit bijective. La bijection inverse f~' : Wy, — V, est de classe C! et

Df 7\ (fx) = (DfG) .

8.10.2 Calcul du conditionnement

Afin de simplifier un peu les calculs nous ne considérons que des matrices carrées et
réelles. Nos espaces de travail sont :

s GIL,(R) : matrices r x n réelles et inversibles,

o @, : matrices n X n orthogonales,

e U{, : matrices n X n triangulaires supérieures,

o Plt, : matrices n X n triangulaires supérieures 4 diagonale positive.

Toute matrice B € R"** est somme d’une matrice antisymétrique 11,;(B} et d’une
matrice triangulaire supérieure IL,,(B) et cette décomposition est unique : si B =
E+ D+ Fou D, E, F sont les parties diagonale, triangulaire supérieure stricte et
triangulaire inférieure stricte, alors : T1,,(B) = F — FT etI,,(B)y = E+ D+ FT.

Remarquons que : )
||HCIS(B)||F <2 ”B”F

et que , 5
Iy (B[ < 2181l -

Nous cansidérons les applications suivantes :
s P: O, x PU, — GL,(R) définie par P(Q, R) = OR
e R : GIL,(R) — O, x PU,, QR(A) = (Q, R). Elle se décompoase en
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o Q:GL,(R) — O, Q(4) = 0. et
o R:GL,[R) — PlU,, R(A) =

E’espace tangent en ¢ € U, au groupe orthogonal est donné par

100, ={Q=0VeER™ : Ve R™ V' +v =0},

Nous allons prouver le

Théoriéme 8.24 Soient A ¢ GL,(R), Q0 € O, et R € P, telles que A = OR. La
dérivée de Q en A est donnée par :

De plus

DQ(A) : R™*" — Tp0,, DQ(AYA = QI (QTAR™Y

IpQA], < V2 (|47, 4]l

La dérivée de R en A est donnée par :

er

DR(A) : R*™*" = Uf,, DR(A)A = [I,(QTAR™HR

| DR(AYA[|,. < V2 conda(A) ||A][, -

Démonstration. L’application P : O, X PU, -+ G, (R} est la restriction
a0, x PU, de I'application

PR x PU, — R**" définie par P(Q, R) = OR.

Cette derniére est de classe C™ et sa dérivée en (@, R) € R**" x PU, est
donnée par

DP(Q, Ry : R™" x Uy, — R™", DP(Q.RXQ,R) = QR + OR.

La dérivée de la restriction P : O, x P, — GL, (W) est la restriction 2
T, x U, de la dérivée définie sur R**" x 14,. On obtient

DP(Q,R) : ToQ, x U, — R™" DP(Q, R(Q, Ry = QR+ QR.

Cette demvee est un isomarphisme. En effet, To0, x U, et R"*" ont méme
dimension #” et si DP(Q, R)(Q R) Qavec @ = QVet VI =—V, ona
ov R+QR 0d’od V = —RR™!. Cette matrice est triangulaire supéricure
et antisymétrique ce qui implique V = O et R = 0. Ainsi Ker DP(Q, R) =

0 et DP(Q, R) est un isomorphisme et on peut donc appliquer le théoréme
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d’inversion locale (théoréme 8.23). La dérivée de QR en A = QR est
donnée par

DOR(A) : R — Tp0, x U,, DOQR(A)= DP(Q,R)~..
On a donc pour tout Q € TpU,, R € U, et A € R">"
DOR(AXA) = (Q, R) si et seulement si DP(Q, RXQ,R) = A

¢’ est-a-dire si
OR+ QR = A.

Posons @ = QV avec VI = —Vona
V+RR "= QTAR™L.
Ii en résulte que
DO(A)A = Q = QI (QTAR™"), DR(A)A = R =T,,(Q"ART"R.

Prouvons les inégalités sur les normes. En utilisant les propositions 3.10,
3.12et3.130na:

10|l = || @M @TAR Y|, = ||Mas(@T AR |, < V2]|QTARY|,

= V2|l AR < V2] IR, = V2 IA]l [|A7],-

Linégalité sur || R||,. se prouve de la méme maniere.

Remarque 8.8. Ce théoréme, que 1’on peut reformuler en

|PQAA]|,. < V2 condy(4) Iili A|||| et [[DR(AA|| . < v2conda(4) || A,

montre que Perreur commise sur Q dépend de Perreur relative || A||, /|| A[,
alors que I'erreur commise sur R dépend de Perreur absolue ”A ” . Le facteur
amplificateur est a chaque fois proportionnel au conditionnement de A.
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8.11 NOTES ET REFERENCES

Le sigle QR vient de I’anglais : Q pour « orthogonal » et R pour « upper triangular ».
Clair comme de I’eau de roche ! La décomposition QR est une conséquence immeédiate
du procédé d’orthonormalisation dit « de Gram-Schmidt » introduit afin d’orthonor-
maliser des suites de fonctions. Cette dénomination nous renvoie a Jgrgen Pedersen
Gram (1850 - 1916) mathématicien danois spécialiste de théorie des nombres et 4
Erhard Schmidt (1876 - 1959) connu pour ses travaux sur I’analyse fonctionnelle et
les équations intégrales.

Les transformations de Householder étaient utilisées das le début du XX-éme siécle
(Schur, 1909) pour établir qu’une matrice carrée ponvait &tre rendue triangulaire via
une transformation unitaire. Mais c¢’est Alston S. Houscholder (1904 - 1993) qui
a reconnu le premier les propriétés de stabilité numérique des transformations qui
portent désormais son nom, voir {19].

Pour en savoir plus, voir les livres de Golub-van Loan [15] et de Stewart [32].

Les algorithmes d’ Arnoldi et de Lanczos sont utilisés de aniere importante dans
les méthodes de projection dans les sous-espaces de Krylov (voir chapitre 11). L’al~
gorithme de Lanczos est présenté dans un article publié en 1950 [22] qui traite du
probléme du calcul numérique des valeurs propres d’un opérateur. Cornelius Lanczos
(1893-1974) est surtout connu pour ses travaux en physique mathématique, en théorie
de 1a relativité et également en analyse numérique. 11 est a origine de la transformée
de Fourier rapide (voir paragraphe 16.5) bien avant les travaux de Cooley et Tuckey.

Walter Edwin Arnoldi (1917-1995) était ingénieur en mécanique. L algorithme que
nous présentons apparait dans un article publié en 1951 [2] dans lequel il reprend les
idées de Lanczos et les généralise anx matrices non hermitiennes,
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EXERCICES

Exercice 8.1
Donner la décomposition QR & diagonale positive de 1a matrice
1 20
A=11 00
0 0 1

en utilisant les méthodes de Gram-Schmidt, Givens et Householder.

Exercice 8.2
Résoudre le systéme linéaire suivant en calculant au préalable la décomposition QR
de 1a matrice du systtme via la méthode de Householder :
2xi+x+2x3=1
X1+ X2+ 2x3 =1
2X1+x4+x3=1

Exercice 8.3
Mé&me question que précédemment avec :

70x + 121y + 71z = 525
—-40x + 80y + 70z = 330
—40x — 172y — 47z = 525

Exercice 8.4

Quelles sont les valeurs propres d’une matrice de Householder, d’une rotation de
Givens ?

Exercice 8.5
Soit A une matrice orthogonale, A € O,. Montrer qu’il existe des entiers 0 <

D,q.r <ndesréels &, ... 6, et une matrice orthogonale Q tels que :

I, 0 0 0O 0
0 -1, 0 0O 0
0 0 A 0 0 cos#; sind;

T __ - _ i 1

Q AQ— 0 0 0 Az 0 OuAi_(—Siﬂgi COSB;‘ )

D - 0
0 o 0 Q@ Ay



Exercices 139

Exercice 8.6

Montrer que toute transformation orthogonale dans R”* est le produit d’au plus
n symétries orthogonales. Utiliser la méthode de Householder & la matrice A de la
transformation.

Exercice 8.7

Montrer que toute transformation orthogonale dans R” est le produit d’au plus »# — 1
rotations et d’une symétrie orthogonale.

Exercice 8.8 Rotations de Givens complexes
1. Montrer que le groupe unitaire U> est I’ensemble des matrices

€' cosa e sin o
—e'Tsine €D cos a
avecO0 < o, 1, v < 2w, 0< a < w/2.
2. Montrer que le sroupe spécial unitaire SU, est I’ensemble des matrices
groupe sp
eTcosa e Tsinw
—¢7sine e ceosw
avec0< o, 7 <27, 0< a < W /2.

3. Etant donnés deux nombres complexes x,y € C avec r = |;ch2 + 1y £ 0

montrer que la matrice
13
r -y X

vériﬁeRESTUgetR(x):(r).
v 0

4. Etendre au cas complexe le calcul de la décomposition QR via les rotations de
Givens.

Exercice 8.9 Cet exercice décrit un procédé d’orthonormalisation invariant par

b P
permutation des vecteurs de la base initiale. Soit A € C™*” de rang n. Les colonnes
a; de A constituent une hase de Im A.

1. Montrer que les colonnes g; de Q4 = A(A* A)"/ 2 constituent une base ortho-
normée de Im A. (Montrerque Im Q4 = Im A et que Q3 Q4 = I,.)

2. Montrer que ’ensemble des vecteurs ¢;, 1 < { < n. est indépendant de 1’ordre
dans lequel on a rangé les vecteurs a; (montrer que pour toute matrice de permu-
tation P € C"" ona Qap = Q4P).



Chapitre 9

Inverses généralisés
et moindres carrés

9.1 INVERSES GENERALISES

Le probleme des moindres carrés et "inverse généralisé d’une application linéaire
poursuivent un but commun : il s’agit dans le premier cas de résoudre un systéme
linéaire dont la matrice n’est pas nécessairement carrée et dans le second cas, de
calculer un « inverse » pour une application linéaire entre deux espaces de dimen-
sions qui peuvent étre différentes. Nous avons choisi d’introduire d’abord les inverses
généralisés.

Soit L. : E — I une application linéaire entre deux espaces hermitiens. Considérons
les deux décompositions en sommes directes orthogonales suivantes : E — Ker L &
(Ker Y- et F = Im L & (Im L)". Si nous notons » = dimE, m = dimF et r =
rang 1., les sous-espaces précédents ont pour dimensions

dimKer L = n — r, dimKer L)" = r. dimIm L = r, dim(Im L) =m — r.

La restriction M de L & (Ker L)" est une bijection entre (Ker L)+ et Im L. En effet
ces deux espaces ont méme dimension # et M est injective (si M(x) = 0 pour un
x € (Ker L)' on a aussi x € Ker L et donc x = 0). On peut donc inverser M et
considérer le produit de composition suivant

7 g, D (Ker Lyt T R

oit ITyy £ : F — Im L est la projection orthogonale sur I'image de L et ik 731 €5t
I'injection canonique. Pour tout y & F cette projection orthogonale vérifie

[IImL(y) ElmLety— Mim (y) € (Im L)ia
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quant a I'injection canonique, il s’agit simplement de
{Ker L)1 (x) = x pour tout x &€ (Ker L)l.

Définition 9.1 On appelle inverse généralisé ou encore inverse de Moore-Penrose
["application linéaire

LV:F B, LT = igerys oM™ o Tl 1.

Ker L (I L)*
L ] y
-1
(L(Ker L}i)
\ HImL
. > 4
E LTy (Ker L)X F Mz y Im L

Figure 9.1 Inverse généralisé L.

Comme le montre Ta définition et le schéma ci-dessus 9.1, I'inverse généralisé de
y € F est I'unique préimage dans (Ker L)+ de la projection orthogonale de v sur
I'image de L. Ses propriétés principales sont résumées dans le théoréme suivant :
Théoréme 9.2 L’inverse généralisé LY vérifie

I. LY o L = Ige, 111 (projection orthogonale sur (Ker Lyt
Lo LT = Iy, | (projection orthogonale sur In L),
LfoLet
L o L sont des applications hermitiennes,
LoltoL =1L,
LioLolLt=1L1,

S L

Démonstration. Soient x € E et x’ = Il 1)1 (x). Comme L(x) = L(x")
(que nous notons y) on a, par définition de I’inverse généralisé, LT(y) = x'.
Aussi

LYo L(x) = LY(y) = x’ = kg 1)1 (1)
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ce qui prouve la premiére assertion.

Passons 4 la seconde : soient vy € F et z = Ily, 1(y). Par définition de
'inverse généralisé L1(y) = x avec x € (Ker L)’ et L(x) = z. Ceci prouve
que

Lo L(y) = L(x) = z = i £(y)

d’cd la seconde assertion,

Les troisiéme et quatriéme assertions sont des conséquences des deux pre-
migres : une projection orthogonale est une application hermitienne (exercice
1.13). On a donc

(LoLly =T, , =Imz=LoLl

Méme chose pour Lt o L,
On a enfin
LoLloL=LoMg, =L

et
LtoLoLl=0LloTy,; = L.

Corollaire 9.3 Lorsque L est injective (resp. surjective) on a LT o L = idg (resp.
Lo LY = idy) et lorsque L est bijective Lt = L™,

§ Démonstration. On applique le théoreme 9.2 1 et 2. Lorsque L est injective
Ker L = O et donc Ik, 1,1 — idg. Lorsque L est surjective Im L = F et
¢ donc Iy, ; = idp. Le cas bijectif s ensuit.

Les propriétés 3, 4, 5 et 6 du théoréme 9.2 caractérisent |’ inverse généralisé comme
le montre la proposition suivante :

Proposition 9.4 Supposons qu’une application linéaire P : ¥ — [ satisfasse les
propriétés suivantes :

I. PoLet

2. L o P sont des applications hermitiennes,

3. LocPolL =1L,

4 PoLoP =P,
Alors P = L1.

Démonstration. P=PoLoP=PoLoLloLoP=PoLoLloLo

LioLoLtoLoP=L*cP*ol*oLt*oLtoL™oL*ocP*oL* =
LroLt*oltol™ol* =ItoLolio Lol =LtoLoLi =L1.
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Nous allons déduire de la proposition précédente les résultats suivants :

Proposition 9.5
I (L9 = (LT,

2.(LTy =L,

3. Lorsque L est injective. c’est-G-dire sitang L = dimE, ona Lt =(L*o L)™' o
L,

4. Lorsque L est surjective, c’est-g-dire sirang L = dimF, ona Lt = L* o(L o
Ly 1L,

Démonstration. Pour la premi¢re assertion on remplace L par L” et on

prend P = (L')* dans la proposition 9.4. On a

1. Po L* = (LTy* o L* = (L o LT)* qui est hermitienne par le théoréme
9.2,

2. Idem pour L* o P,

3. L*oPol*=L*o(LTyoL"=(LoLtoL)*= L* par le théoréme
9.2,

4. Onmontre de méme que Po L* o P = P.

La proposition 9.4 montre qu’alors P = (L*)7,

On procede de fagen similaire pour les trois autres assertions. Notons sim-
plement que I"hypothése « L injective » faite en 3 implique 1’ inversibilité de
L* o L. De méme, I'hypothése « L surjective » faite en 4 implique I’inversi-
bilité de L o L*.

Pour deux opérateurs linéaires inversibles L et M on a:
-1 -1 7t
(LoM)" ' =MoL,
Cette propriété ne s’étend pas aux inverses généralisés, méme si I'une des deux

applications est inversible, Un exemple est donné a I’exercice 9.1. Mais les choses se
passent bien si I’'une des applications est unitaire :

Proposition 9.6 Soient UV : E — B et V : T — F des applications unitaires. On a :

(VoLolN =U*cLtoV™.

Démonstration. Onremplace L par VoL ol/ et PparU* o LT o V* dans
la proposition 9.4
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Le résultat précédent permet de calculer facilement Vinverse généralisé d’une
matrice lorsque I’on en connait une décomposition en valeurs singuli¢res (voir théo-
reme 4.2),

Théoréme 9.7 Soit A € C"*" de rang r qui posséde la décomposition en valeurs
singulieres A = VXU* avec U € U, V € U,

2 — D Or,n—r ,
Om—r,r Omfr,n—r
D = diag(oy,...,0,) E R etodroy 2 ... 2 0, > 0sont les valeurs singuliéres
de A. Sous ces hypothéses

AT=USlyv a3 = D™ Orney .
On—r,r Onfr,mfr

Démonstration. L'égalité At = USTV* est une conséquence de la propo-
sition 9.6 et le calcul de 31 se méne & partir de la définition de I'inverse
généralisé : soit y € €™ ; projeter y sur Im 3, revient & annuler ses m — »
derniéres coordonnées

()

Hpy 5(y) = }g

o

Les préimages de ce vecteur sont les x € C" qui s’&crivent

i/
¥ = /oy
Xr+1
\ %)
De pius
KerZ={xecC": xy=...=x =0}
et

Ker3)t ={xcC" : x4y =... = x, =0}.
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On voit donc que la seule préimage de Iy, s(v) dans (Ker Z)* est

(}’1/01\ / N

t _ yr/a—r V D1 Or,mfr Yr
2y = 0 o ( Onrr On_r,mfr Yr+1

\ o0 o

9.2 MOINDRES CARRES

Nous considérons ici un systéme d’équations linéaires Ax = b avec A € C™*",
x € C", b € C" ol le nombre n d’inconnues et celui m d’équations sont différents.
Deux cas sont 4 considérer :

o Celui des systémes surdéterminés (m > n) : le nombre d’équations est plus
grand que celui des indéterminées. De tels systémes se rencontrent dans les pro-
blemes d’identification de parametres, d’assimilation de données, en géodésie
¢t cetera. En général, un systeme surdéterminé n’a pas de solution.

o Celui des systémes sous-déterminés (m < n) ol le nombre d’équations est plus
petit que celui des inconnues. En général, un tel systéme admet une infinité de
solutions.

La méthode des moindres carrés consiste a rechercher, parmi les x € €, celui ou
ceux qui minimisent la quantité

2
fx)y=llAx —bi;
appelée fonction résidu. La valeur de cet infimum (on verra que ¢’est un minimum)
= inf [|Ax — b3
m = inf ||Ax —blf

est appelé le résidu minimum et tout vecteur x € R” qui le réalise, ¢’est-a-dire pour
lequel f(x) = m, est appelé solution au sens des moindres carrés du systéme Ax = b.
Exemple 9.1 : barycentre. Un exemple simplissime de systtme surdéterminé
est donné par
x=b,1g5igm
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On peut penser 4 un ensemble de mesures que 1’on effectue pour déterminer la
1 by

valeur numérique d’une grandeur physique.Ici A = | : |, = : et
1 b,

x € R. Lorsque les b; ne sont pas tous égaux, ce qui est toujours le cas pour

des mesures faites en précision finie, la solution au sens des moindres carrés

. Ry
est la moyenne arithmétique des b; : x =3, b; /m.

Exemple 9.2 ; régression linéaire. On suppose que des mesures physiques ont
é1é effectuées :
(-xt'ayi)v 1 g i g m, m > 23

oll x; € R est le paramétre de la mesure et y; € IR le résultat obtenu. Le modéle
linéaire consiste a supposer que y; = ax; + 3. En général il est impossible de
trouver « et B pour lesquels il y a égalité quel que soit §.0On recherche donc une
solution au sens des moindres carrés :

inf C+ B8 — )R
S ICEYER

D’un point de vue matriciel ce probléme correspond a

x 1 y1

x; 1 Y2
A= . 3 b= 3

X 1 Ym

. . 24 . . .
ie vecteur des inconnues étant ( ) . Ladroite obtenue d’équation y = ax+ 3

B

s’appelle droite de régression.

La figure 9.2 montre une droite de régression obtenue a partir d’un nuage de 100
points (x;, v;) Pour chaque abscisse x; la valeur correspondante y; a été calculée
suivant 1’ égalité

vi=2x;+1+8g
ol g; est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 0.25.

Suivant la théorie statistique, en supposant que les variables aléatoires e; sont indépen-
dantes, la droite des moindres carrés est « proche » de la droite d’équation y = 2x + 1.
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Dreile des moindres carrés

5 T — T T T T T T T

05 ! :
0 Q4 Q2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 eX:} 1

Figure 9.2 Droite de régression. Les points (x;, ;) sont notés *

On trouve les valeurs & = 1.9857 et 8 = 1.0209. Pour 1000 points, on obtient
o = 2.0001 et 8 = 1.0067.

Exemple 9.3 : régression multiple, C’est le méme exemple que le précé-
dent mais on suppose que la mesure y; € R dépend de n parametres
x o= (x},...,xM), 1 < i £ m. Le modele linéaire consiste maintenant 2
supposer que

H
— § J
Yi = & ;X + 5
j=1

ce qui conduit au probléme des moindres carrés

m

. 1 n 2
inf X F...apx + 83— v,
(@, B)CR xR Z( 1%; nt; + 0 yz)

i=1

Exemple 9.4 : erreurs rétrogrades. Nous avons rencontré cet exemple au para-
graphe 5.5. Donnons-nous une matrice A € GL,, un vecteur b € €7, 1a solution
x = A 'b ¢ C" du systéme Ax = b et une approximation x” de x. I’ana-
lyse rétrograde des erreunrs consiste & considérer x’ comme la solution exacte
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d’un systéme linéaire du type (A + E)x’ = b. Il s’agit la d’un probléme sous-
déterminé : il a n équations, n® inconnues (les entrées de la matrice E) et il
possede une infinité de solutions. Nous en avons, au théoreme 5.7, sélectionné
une en considérant le probléme d’optimisation

min IIE]|2-
E e (Cnxn
(A+Ew =50

Cet exemple n’entre pas exactement dans notre cadre d’étude : la norme spec-
trale || E||» ne se déduisant pas d”un produit scalaire (voir exercice 9.10).

Etudions maintenant 1’existence et la caractérisation des solutions de tels problemes.
Théorame 8.8 Soient A € C"*" et b < C™.
1. Le probiéme des moindres carrés

inf ||Ax — b
xle{:,, [ Ax >

posséde au moins une solution.

2. Ces solutions sont caractérisées par :
A*Ax = A™h

appelée équation normale.

3. Si x et x’' sont deux solutions alors Ax = Ax’. La solution est donc unique si la
matrice A est de rang n.

4. La solution de norme minimale

f 2
A*A;“:A*b llx 12

est donnée par x = A'b.

Démonstration. Le probléme d’optimisation

. 2
Jdof [y —bllz

posséde une et une seule solution ¥ € Im A qui est la projection orthogonale
de b sur Im A. Elle est caractérisée par (voir paragraphe 1.13)

yeImAet (J—b,y) =0pourtout y € Im A.



150

9 « Inverses généralisés et moindres carrés

L’ensemble des solutions du probléme des moindres carrés est égal a
S={xeC": Ax=7}.

Ceci prouve I’existence d’une solution et le fait que Ax = Ax’ = y pour
deux telles solutions (assertions 1 et 3). Soit ¥ € & de sorfe que AX = .
L équation qui caractérise y peut aussi s’écrire

{Ax — b, Ax} = Opourtout x € C"

c’est-a-dire
{A*(AX — b),x) = O pour tout x € C"
ou encore
A" (AX —b) =0
qui est I’équation normale du probléme (assertion 2 prouvée).
L’ensemble & des solutions est I’image réciproque de la projection ortho-
gonale de b sur Im A. Si X est I'une d’entre-elles alors S = X + Ker A. La

solution x de norme minimale est 1a projection orthogonale de 0 sur S done
x & (Ker A)* et ceci prouve que x — A'h (assertion 4).

Remarque 9.1. Pour toute fonction f : R* — R différentiable on définit le
gradient de f en x par

Df(xy = (V f(x),u)
pour tout # € R” oit Df(x) : R" — R est la dérivée de f en x. On sait que
V f(x) = 0 lorsque x réalise le minimum de f sur R".
Prenons pour f la fonction résidu :

fiR R, fx)=[lAx — b3

Son gradient est V f(x) = 2A*(Ax — b) : I'équation V f(x) = 0 n’est autre
que P'équation normale A*Ax = A*b.

Remarque 9.2. Le probléme des moindres carrés
inf || Ax — b||3
s || Ax 12

oll E est un sous-espace vectoriel de C” est qualifié de probleme des moindres
carrés contraints. En teprenant la démonstration du théoreme (9.8) on voit que
ce probléme posséde au moins une solution et que toute solution ¥ € E du
probleme est caractérisée par

(AX—b,Az}) =0
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pour tout 7 € E. Le calcul effectif d’une solution est obtenu & I’aide d’une base
(51,...,5) de E. Notons § = (s;...5¢) € C"** la matrice dont les vecteurs-
colonne sont les s;. Ainsi x € E si et seulement s’il existe y € C* tel que
x = Sy. Un vecteur ¥ = Sy est solution du probléme si et seulement si

(ASy —b,ASy) =0

pour tout y € C*. On obtient ainsi I’équation normale par rapport & y

S*A*ASY = S*A*D.

9.3 PROBLEMES SURDETERMINES

Supposons maintenant que m > # et que A soit de rang #.

9.3.1 L'équation normale

Théoréme 9.9 Soient A € C"*", rang A = n et b € C™. Le probléme des moindres
carrés

. 2
nf ||Ax —b
oG | Ax 2
posséde une unigue solution
X =(A*A) 'A*h = AT,

I’équation normale donne ¥ = (A*A)~!A*b. On reconnait 13 I'inverse

Démonstration. Comme rang A = n la matrice A™A est inversible et
généralisé AT de A (proposition 9.5).

Exemple 9.5 : Reprenons I’exemple 9.2. L'éguation normale s’ écrit

x 1 ¥

X1 oo Xy . 14 _ Xy ... Xm Yz

1 ... 1 : RN S| :
Xnm 1

Ym
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La matrice AT A est inversible si et sculement si son déterminant m > x? —
2 . A .
(Z x;}” n’est pas nul. Il revient an méme de dire que

(Z x,—)z < mZ xiz.

1l s’agit 14 de I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux vectenrs (xy, ..., X,,)
et(1,...,1). Lorsque les x; ne sont pas tous égaux, ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels et I'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte.

Ainsi, lorsque qu’au moins deux des x; sont distincts, la droite des moindres
carrés est unique et donnée par y = ax + § avec

_Ix»
T ()

3)6:?_‘1?:

ol

1l _ 1
x:—zx,-,yzn—li;yh
i=1 i=
) 1 L o 1 m m
@)= (=%, TG = 0 =Dy =)

= i=|

9.3.2 Algorithmique, complexité
a) Via Cholesky

Une méthode classique de résolution du probléeme des moindres carrés utilise I’équa-
tion normale
ATAx = A"b.

La matrice de ce systéme est définie positive puisque rang A — n (théoréme 7.2). On
calcule sa décomposition de Cholesky CC* — A*A ot C € C"*” est triangulaire
inférieure. On résout ensuite les systémes

Cy=A"betCPx =y,

[l est important de noter qu’en général n est trés petit devant m. Par exemple, dans
I’exemple 9.2, 1 = 2 alors que m peut étre trés grand. Ce n’est donc pas la résolution
du systeme donné par les équations normales qui pose probléme mais le calcul de ces
équations normales ¢’est-a-dire celui du produit A*A. Le nombre d’opérations arith-
métiques nécessaire est de mn® pour le calcul de A* A parce que A*A est symétrique
(en négligeant dans le compte exact les termes d’ordre inférieur  mn®) et de n*/3
pour la décomposition de Cholesky. Le calcul de A5 demande mn opérations et la
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résolution des systémes triangulaires 2n* opérations supplémentaires. On obtient donc
le total

n . . syt
{m + 5)”2 opérations arithmétiques

en négligeant dans le compte exact les termes d’ordre inférieur.

b) Via QR

Lorsque 1’on dispose d’une décomposition QR de 1a matrice A, ¢’est-a-dire lorsque
mxznetA= QR avec Q € St,, ¢t R € C"*" triangulaire supérieure, |’équation
normale A*Ax = A*b devient R*Q*QRx = R*Q*b. Comme Q € St,, On a
Q*Q = I, et comme A est de rang #, R est inversible de sorte que I’ équation normale
est

Rx = Q’b, 9.1

qui est un systéme triangulaire n x n. Le projecteur orthogonal £,, — Q Q™ fournit en
outre le résidur =b— Ax:ona Ax —b = QRx— QQ*h — (I, — QQ7)b. Puisque
la solution vérifie I’équation (9.1),0n a

r=b—Ax = (I, — Q0"b.

L'interprétation géométrique de cette égalité est claire puisque ([, — QQ*) est le
projecteur (orthogonal) sur I’orthogonal de Im A.

La résolution de 1'équation (9.1) requiert n” opérations auxquelles il faut ajouter les
2mn opérations nécessaires pour calculer Q*b.

Par cet algorithme, le calcul de la solution des moindres carrés se raméne essentiel-
lement a celui de la décomposition QR de A. Sil’on utilise la méthode de Houschotder
pour le calcul de QR on obtient

2(m — g)n2 opérations arithmétiques
en négligeant dans le compte exact les termes d’ordre inféricur.

9.3.3 Analyse des erreurs

L’analyse des errcurs fait intervenir le concept de conditionnement d’une matrice
rectangulaire

Théoréme 9.10 Erant donné une matrice A € C™*", le conditionnement de A pour
la norme spectrale est défini par :

condy(A) = ||Al], HAiHQ :
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Lorsque rang A = r, si lon note o1 = ... = o, > 0 les valeurs singuliéres de A,
alors
ai
condz(A) = — = 1.
G-f
Soient b et ' € C*, notons x = ATb et x’ = AW les solutions des problemes de
moindres carrés associés aux systémes Ax =bet Ax' =F. On a

x—x b —b
” ‘12 g COndg(A)“ HZ
lixl, 1511,
Démonstration. Nous avons vu (remarque 4.1) que ||A||, = o, la plus
grande des valeurs singuli¢res de A. De plus, par le théoreme 9.7, les valeurs
singulidres de AT sonto ! = ... > 0'1_] > (. Onadonc HAJTH2 =g, letle
théoréme est établi. L’ inégalité sur les erreurs relatives est une conséquence
de
s = xll, = AT b, < AT, 16" - bl

et de 1’inégalité
1Bll; = [|Ax]ly < HAll; lIx, -

Corollaire 9.11 Etant donné une matrice A € C™**, le conditionnement de A™ A
pour la norme spectrale est égal d condz(A™A) = condy(A)*.

Remargue 9.3. Le calcul de la solution d’un probléme de moindres carrés via
I’équation normale A*Ax = A*b fait intervenir la matrice A* A dont le condi-
tionnement est le carré de celui de A (corollaire 9.11). Lorsque cette matrice est
mal conditionnée, 1a matrice A* A est (mal conditionnée)? ce qui rend, dans de
tels cas, I’algorithmique fondée sur la décomposition de Cholesky peu attractive.

9.4 ETUDE D'UN EXEMPLE : LEQUATION AX - B

Etant données des matrices A € C"*% et B € C™*P, existe-t-il une matrice X €
C** P telle que AX = B 7 Cette équation matricielle posséde np inconnues (les entrées
de X) et mp équations scalaires, Un tel probléme n’a pas nécessairement de solution
et, 8’il en existe, elle n’est pas nécessairement unique. Nous notons

Lq:CP 5 C7P LX) = AX.

Proposition 9.12 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice
X € C"™ 7 telle que AX = B est que Im B C Im A. Dans ce cas Xo = A'B est
solution di probléme.
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Démonstration. Si AX = Betsiy € Tm B ona y = Bx pour un certain
x € CP dol y = A(Xx)etdonc y € Im A. Réciproquement, on a :
A(AT By = Ty, 4 B (théoreme 9.2) et Ty, 4 B = B puisque Im B C Im A.

Que sont les solutions au sens des moindres carrés ?

Proposition 9.13 L’'équation normale du probléme de moindres carvés

inf [JAX — B|

XeCrxr

est

A"AX = A*B.
La solution de norme minimale est

Xy = ATB.

Démonstration. 1" équation normale est (£4)* o L4(X) = (L£4)"(B) c’est-
a-dire A*AX = A*B parce que (£4)° = La-ctque(La) o Li = La-p.
Passons a4 la solution de norme minimale. En vertu du théoréme 9.8 11 suftit
de montrer que I'inverse généralisé de £ 4 est 'application

Lar 1 CMP 5 CVP ) La(Y) = ATY.

Cela résulte des identités L0 Ly — Lyy, (Ly) = Ly- et de la proposition
94.

9.5 NOTES ET REFERENCES

Deux grands noms sont associés 4 la méthode des moindres carrés : A. Legendre
(1752-1833) qui introduisit cette méthode en appendice d’un ouvrage sur la déter-
mination des trajectoires de cometes (1805) et C. F. Gauss (1777-1855) intéressé
par la détermination de la trajectoire de I’astéroide Cérgs. Une querelle d’antériorité
opposera les deux hommes lorsque Gauss publiera sa méthode.

Les équations normales ont été, jusqu’a une date récente, la seule voie possible pour
résoudre les problemes de moindres carrés. La décomposition de Cholesky a été créée
pour résoudre ces équations. On doit & Gene Golub (1932-2007) I'approche fondée
sur la triangulation QR via la méthode de Householder (article publié en 1965 [14]).
Pour en savoir plus on peut consulter les ouvrages de Bjorck [5] et de Golub-van Loan
[15].
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EXERCICES

Exercice 9.1

1. Calculer I’inverse généralisé de la matrice I = (a,b) € R'*2 oi q et b sont
deux réels donnés tels que a + b2 £ 0.
1

2. Soit M € R**? définic par M = ( 0 1

) . Montrer que M 'LT #£ (LM)t.

Exercice 9.2
Calculer I’inverse généralisé d’une matrice-colonne.

Exercice 9.3
Soient x et y € C”", non nuls. Montrer que I'inverse généralisé de la matrice
A =xy"est
*
At Y
2 2°
=12 vl

Exercice 9.4
Montrer que pour toute matrice A € C™*" on a (AA*)t = (A")TAT,

Exercice 9.5
Soit A € C"™ " Montrer qu’en général (AN £ (ATY mais que I"égalité a lieu
lorsque A est une matrice normale.

Exercice 9.6

Soit A &€ C**". Les valeurs propres non nulles de At sont-elles les inverses des
valeurs propres non nulles de A ?

Exercice 9.7

1. Montrer que pour toute matrice A € C"*" et € C, r # 0, et suffisamment
petit, les matrices 11, + A¥A et 1, + AA™ sont inversibles.

2. En déduire que

AT = lim (¢, + A*A) AT = lim A*(tL, + AATY L.
— f—
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Exercice 9.8

Soit A = ( i 1 ) Résoudre Ax = b par la méthode des moindres carrés et
donner 1a solution de norme minimale lorsque b = ( _} ) eth = ( é )

Exercice 9.9
Soit e systtme Ax = b que ['on veut résoudre au sens des moindres carrés, oll

A:

—_ O =

0
0 et b=
0

) o —

Calculer

1. Im A, Ker A, (Ker A)*,

2. La projection orthogonale b de b sur Im A,

3. L’ensemble des solutions du systéme Ax = I;,

4. La solution du systtme Ax = b qui est dans (Ker A)* (solution au sens des
moindres carrés).

5. Obtenir ce méme résultat via I’inverse généralisé de A ¢t via I’équation normale
AT Ax = ATb.

Exercice 9.10
Donnons nous une matrice A € GL,,, un vecteur b € C”, la solutionx — A~ 'b du
systtme Ax = b et une approximation x* # 0 de x. Montrer que

. A(x’ — X )2
E € Cr=n [l (]2
(A+ E)x'=b

et que le minimum est atteint pour
A(x — x"x"*

E=
%113

Exercice 9.11
Soit § € C**” une matrice définie positive. On note (., .) ; le produit scalaire sur
C" défini par
vy = (x,8y) = y"Sx
et par ||.||; 1a norme qui lui est associée.



158 9 « Inverses généralisés et moindres carrés

Etant donnés une matrice A € GIL, et un vecteur b € C", montrer que le probléme
des moindres carrés pondérés

inf {|Ax — b|[>
xeCr
possede au moins une solution et qu’elles sont données par I’équation normale

A*SAx = A*Sb.

Exercice 9.12
Soit A € C™*” de rang #. On considére le systéme

(j‘mg)(;):(g) ©2)

In A

1. Montrer que la matrice M = ( A 0

) & Comm)X+m) et inversible.

2. Montrer que le vecteur x obtenu & partir de la solution ( ; ) du systeme (9.2)

est solution du probléme des moindres carrés

i — b|3.
inf |Ax — b3
3. Calculer les valeurs propres de M 4 1'aide des valeurs singulidres de A. En
déduire le conditionnement cond; M (pour mener le caleul de | M ! || distinguer
les cas opin < V2 et Tin > +/2 00 @iy €5t 1a plus petite valeur singuliére non
nulle de A).

Exercice 9.13 Moindres carrés régularisés
Soient A € C"*" derang p < n, b € C™ et p > 0. On consideére le probleme P,

inf ||Ax — bl + 2
ol | Ax 2+ plix|l3

1. Berire P, sous forme d’un probleme des moindres carrés standard, donner 1’équa-
tion normale du probléme et montrer qu’il posséde une solution unique x, (mon-
trer que A*A + pl, est inversible).

2. Solent p et p' tels que 0 < p < p'. Montrer que [|x,/2 = |xy]2 et que
|Ax, — bll2 < |Ax, — bij2 (on pourra utiliser les propriétés d’optimalité de x,,
el x, et montrer que |[(A*A +p' L)~ (A" A+ pl)||, < D).
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3. Montrer que lim,..gx, = % la solution de nortne minimale du probleme de
moindres carrés

. f _ z
inf [l = b3

(utiliser I'exercice 9.7).

Exercice 9.14
Soit A € £"*" de rang p < n et p > 0. On considere le systeme

(f\m mﬁln)(;):(g)- (9.3)

L A

1. Montrer que la matrice M, = ( A* —pl
n

) est inversible.

. . . r N
2. Montrer que le vecteur x, obtenu a partir de la solution x‘“ du systéme {9.3)
el
est solution du probléme des moindres carrés régularisé P, (voir exercice 9.13).

3. Calculer les valeurs propres de M, a I’aide des valeurs singuliéres de A ainsi
que le conditionnement conda M.



Chapitre 10

Methodes itératives

Dans les chapitres précédents nous avons étudié des décompositions matricielles (LU,
Cholesky, QR) qui permettent de ramener la résolution de systémes linéaires a celle
de systémes triangulaires. Ces méthodes sont qualifiées de directes parce que le calcul
de 1a solution est obtenu apres un nombre tini d’opérations.

Les méthodes itératives sujvent une autre approche : elles calculent une suite d’ap-
proximations successives de la solution du probléme. En théorie ce processus est infini,
en pratique le calcul d’une solution approchée est arrété des que I’on estime avoir
atteint une précision suffisante. Les méthodes itératives sont utilis€es pour résoudre des
systemes de grande taille et & matrices creuses'. Cette approche est en effet plus natu-
relle dans ces cas-1a puisqu’il n’est pas nécessaire comme dans les méthodes directes
de porter a terme le calcul d’une décomposition de la matrice qui serait extrémement
cofiteux.

La méthode des approximations successives pour la résolution de 1’équation de
point fixe x = f(x) est donnée par le schéma itératif x;,; = f(xx) ol le point initial
xp est donné. Si la suite (x;) converge vers x et si f est continue en ce point alors
f(x) = x etles x; constituent autant d’approximations du point fixe x. On transforme
un systéme linéaire Ax = b ¢n une équation de point fixe en « cassant » la matrice A
en A =M — N ol M est inversible et « facile & inverser ». Le systéme devient

x=MNx+Mb

1. On dit gu'une matrice est creuse lersqu’elle a « beaucoup » de coefficients nuls. C’est le cas notamment
des systémes obtenus par discrétisation d’équations aux dérivées partielles (voir le chapitre 16).
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qui conduit au schéma itératif
Xiel = M—]ka + M_lb

que nous allons étudier ici.

10.1 RESULTATS GENERAUX

Au systeme linéaire Ax = b avec A € G, et b € C” nous associons le schéma
itératif '

Xi+1 = Bx; + ¢, x9 donné,
ol B e Cv ce Ch

Définition 10.1
1. On dit que cette méthode itérative est consisiante si I, — B est inversible et si
A = (I, - B) e

2. On dit qu’elle est convergente si pour tout xy € C" la suite (x;) définie ci-dessus
est convergente.

Remargue 10.1. Lorsqu’une méthode itérative est consistante, le point fixe
qu’elle définit est la solution du systéme Ax = b.

Remargue 10.2. Une méthode itérative consistante x,,; = Bx;, + ¢ ne construit
pas nécessairement une suite d’approximations de la solution du systéme Ax —
b. Un exemple simplissime est donné par le systéme 27,x = b et la méthode

itérative xp,1 = —xi + b. La suite (x3) vérifie xy = b — xp €t X951 = b.
Elle ne converge pas vers la solution x = b/2 (sauf dans le cas trés particulier
b= Xg = 0)

La suite (x;) est donnée par

k—1
= B (z Bf) :
i=0

Cette identité montre que la convergence de la méthode est liée A celle de la série de
matrices Y -, B* que nous avons déja rencontrée au paragraphe 3.5.
Théoréme 10.2 Pour toute matrice B ¢ C*" il y a équivalence enire ;

1. Lasérie Y - B est convergente,

2. Himy_oo B* =0,
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3. Le rayon spectral de B vérifie p(B) < 1.

Sous ces hypothéses, la convergence de la série est absolue, la matrice I, — B est
inversible et (I, — B)_t = ,?0;0 B*.

Démonstration. 1 implique 2 parce que le terme général d’une série conver-

gente a pour limite 0.

2 implique 3 : si A € C est une valeur propre de B et si Bx = Ax avec
|x|| = 1 alors. pour une norme matricielle consistante on a

A = 1A = (B[ < [[B5] - 0.

Si A¥ — O c’est que |A| < 1 et ceci prouve la troisiéme assertion.
3 implique 1. C’est une conséquence du critére de d’Alembert : la série
> e o B¥ converge absolument si

im |[B4]' < 1.
k—oo

Par le théoreme 3.7 cette limite est égale & p(B) < 1 et donc le critére de
d’Alembert est vérifié.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, la somme de la série se calcule via
I’identité

k—1
(I, — B)ZB" — I, — B
=

et un passage a la limite.

La conséquence attendue de ce théoréme est donnée par :

Théoréme 10.3 Pour toute matrice B € C"*" telle que I,, — B soit inversible et pour
tout ¢ € C, la méthode itérative '

Xty = Bxk +C

est convergente si et seulement si Uune des trois conditions éguivalentes du théoréme
10.2 est satisfaite.

Démonstration. Lacondition est nécessaire : soit x € C" tel que x — Bx+c.
Ona
xp—x=Bly_1—x)=...= B*(xp — x).

Comme par hypothése la méthode itérative est convergente on a Bf(xy —
x) — 0 pour tout xp ; €n prenant pour xg — X Un vecteur propre unitaire de
B cela prouve que p(B) < 1.
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i La condition est suffisante : cela résulte de 1égalité

k—1
Xp = BkJC(] + (Z Bi) c.

i=0

10.2 CHOIX D’UN TEST D'ARRET

Dans la pratique, il faut décider d’un test d’arrét pour savoir quand mettre fin au
processus itératif. Deux tests « tombent sous le sens » étant donn€ un seuil de préciston
g > 0 ce sont

|Axi — bl < e

pour le premier et
o =il <

pour le second.

11 faut noter que le premier test peut n’étre jamais satisfait méme si la méthode
converge. 1l se peut, en effet, que les erreurs d’arrondis dues & 1’usage d’une arith-
métique de précision finie soient du méme ordre que le gain de précision obtenu a
I’itération en cours.

Le second test est plus réaliste. On arréte I’itération lorsqu’elle ne produit plus de
gain significatif de précision. Il se peut qu’alors la quantité || Ax; — b|| soit significati-
vement grande.

Le test idéal (mais irréaliste) est bien sir }ié i la distance 4 la solution :

x—A7'B| <&

Ces trois quantités sont reliées par :

Proposition 10.4 Donnons-nous des normes ||.|| sur C*, et ||.|| sur C"*" consistante
avec la précédente. Etant donné une méthode itérative consistante x4 = Bxp + ¢
associde au systeme linéaire Ax =bona:

1. 8i||Axy — bl| < g alors

-1 e — x| i
oo — x|l < ||A “ £ et W < cond(A)W.

2. Si||xg — xp—y|| < £ alors

l|xx — x|

o — xl| < || — B) 7| & et T

< cond(f, — B)ﬁ.
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Démonstration. Dans le premier cas, x; — x = A Y Ax — b) d’on
2 — x|l < ||A7|| & Lerreur relative est donnée par

e~ xff < A~ = (1Bl /[1B]] et Ib]] = {Ax] < (A (-

Le second cas se traite mutatis mutandis de fagon similaire.

Un des intéréts des méthodes itératives convergentes est dii & I’absence d’accumu-
lation des erreurs d’arrondis : que I"on utilise I'itéré x; ou une valeur voisine X on a
quand méme affaire & deux points initiaux pour une méthode convergente. Le résultat
suivant précise les propriétés des schémas itératifs approchés :

Proposition 10.5 Donnons-nous des normes ||.|| sur C", et ||.|| sur C*** consistante
avec la précédente. Considérons une méthode itérative consistante et convergente
Xpe) = B + ¢ associée au systéme linéaire Ax = b ef supposons que ||B|| < A < 1.
Soit € > 0 et soit (x) une suite de points de C* gui vévifie

X — (Bxg+ )| < &

Ona
e

e — x| < AL lxg — xf} + 3

pour tout k 2= 0.
Démonstration. Nous allons montrer, par récurrence sur &, que

k—1
e — x]| < A¥Jixo — x| +2 ) A
i =0

L’inégalité en résulte puisque Zf;é A < 1/(1 —A). Pourk = Oiln'ya
rien & démontrer. Le passage de & 4 & + 1 se fait ainsi :

%eet — 2l < |2t — (Bxg + O+ (Bxx + ¢) — (Bx + o) < e+A || — x]]
ki k

<e+A | A lxp —xil +8Z/\f = A jlxg — xff+sz/\f.
i=0 i=0

Cette proposition prouve que la suite (x;) « converge » vers la boule de centre x et
de rayon %5 Ce rayon mesure la précision maximum que 1'on peut obtenir.
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10.3 EXEMPLES DE METHODES ITERATIVES

Nous allons utiliser les notations suivantes : A € GIL, est décomposé en
A=D-E-F

avec

® dij = a;; sii = jet0sinon,

e ¢;; = —a; sii > jetOsinon,

e fij = —ay;sii < jet0sinon.

Nous supposons aussi que
a;#0 pourtout i =1...n

de sorte que D, D — E et D — F sont inversibles.

10.3.1 Méthode de Jacobi

Cette méthode utilise la décomposition A = D (E+F). Lamatrice D étant diagonale
elle est bien str facile 4 inverser. On obtient le schéma

X =Jx+ Db, =D HE+F)

1 .
Lt j = — _Zaijxk,j +h ), 1 <i<n
i I
10.3.2 Méthade de Gauss-Seidel
Cette méthode utilise la décomposiion A = (D — E) — F. Lamatrice D — E est
triangulaire inférieure donc facile a inverser. On obtient
X1 = Gx+(D—E)'b, G=(D-E)'F,
d’olt

1 i—1 n
Terri = | E A;j Xgst,j — E gk +bi ), 1<i<n
ii ;
i=1

j=i+l
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10.3.3 Méthode de relaxation ou SOR
On se donne un paramétre w € R. Cette méthode est définie par:
a1 = Goxg+ (D — wE) b, G, =(D — wE) (1 — @)D +wF)

d’ ol le schéma

1 i—1 n
Xpepl = — | —w E Aol j + (1 — w)agxe; — w E X j+wb |, L <i<n
b i=1 joisl

Nous verrons que 1’on choisit toujours @ €]0,2[. Le cas @ = 1 correspond a 1a
méthode de Gauss-Seidel. La dénomination SOR vient de 1’ anglais Successive Over
Relaxation.

10.3.4 Méthode de relaxation symétrique ou SSOR

Aprés une étape de type SOR, on effectue une autre étape de méme type mais en
échangeant les rdles de £ et F. On obtient :

(D —wE)x; 2 = (1 — @)D+ wF)x; + wb,

(D — wFx, =((1 —w)D +(UE)xk+1/2 + wh.

La dénomination SSOR vient de I’anglais Symmetric Successive Over Relaxation.
On obtient I’itération suivante entre x; et xp;; :

X1 = Suxi +w (2 —w)(D —wF) ' D(D—wE) b,
avec
So=(D—wF) ' (1 -)D+wE)(D—wE) ' (1 — w)D +wF).

10.3.5 Méthodes par blocs

Supposons que la matrice A s’écrive de la fagon suivante :

Ay Ap .. A“,
A= A.21 A:Z'z - A'zp
Apl Apz App

oil les blocs A; € C"*™ sont inversibles. On peut générer des méthodes de Jacobi,
Gauss-Seidel, SOR, SSOR par blocs en utilisant les mémes formules, 1a décomposition
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A = D — E — F étant ici entendue « par blocs ». Notons aussi x* = (X],...,X7)
avec
Xi=@xp),nm+. o +ma+1<j<m+. . +n1+m

et, de fagon similaire, b = (Bf ..., BI). Laméthode de Jacobi par blocs s*écrit :

Xewy = AT [ =D AuXe;+ B |, 1<ign.
J#
On procéde de méme pour les autres méthodes. Il faut bien str prendre garde i la non
commutativité des produits de matrices.

10.4 CONVERGENCE DES METHODES ITERATIVES

Le théoréme 10.3 fournit un critére général pour déterminer les propriétés de conver-
gence d’une méthode itérative. Dans ce paragraphe nous allons utiliser ce critére pour
étudier quelques cas classiques.

10.4.1 Matrices a diagonale strictement dominante

Définition 10.6 Une matrice A € C"*" est a diagonale strictement dominante

lorsque
lai| > lay]
i
pour tout i.

Nous avons rencontré ces matrices a I’exercice 3.18 ol nous avons vu qu’une telle
matrice est inversible,

Théoréme 16.7 Si A est & diagonale strictement dominante, les méthodes de Jacobi
et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. Avec les notations introduites aux paragraphes consacrés a
ces méthodesona J = D™YE+ F), G = (D — E)"'F et 1’ on doit prouver
(théoreéme 10.3) que p(J) et p(G) < L.

Pour la méthode de Jacobi, ona: J;; = 0sii = jet —a;;/a; sii # j donc

|
11 = max 3 1] = max 7= 3 lay| <1
J Hgs

(voir I’exemple 3.1 pour la définition de {{ J|| ) puisque A est & diagonale
strictement dominante. On conclut 4 I'aide de la proposition 3.6 :

P <l <1
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Passons a la méthode de Gauss-Seidel. Nous allons montrer que |A| < 1
pour toute valeur propre A de G = (D — E)~' F. L'inégalité étant évidente
si A = 0, nous supposons donc que A # 0. On a det((D — EY ' F-AL)=0

d’ob det(F — A(D — E)) = 0 autrement dit O est valeur propre de

Aayy apz ... di

/\.ag 1 /\.agz e aap
—F+ MD - E)= )

Ady, Aagz ... Adp

D’aprés le théoréme de Gershgorin {théordme 12.1), il existe i tel que
10 — A <D |Aaigl+ Y fay] -
j<i i
D’aprés I’hypothése ona :

> 1A+ > [Aayl < [Aa| <3 1Aa|+ D Ja]

J<i i>i i<i J=i

> hay] <> fay|

i>i Joi
d’ol [A| < 1et p(G) < 1.

ce qui prouve que

10.4.2 Convergence de la méthode de relaxation

Théoréme 10.8 Le rayon spectral de la matrice G, (méthode de relaxation) vérifie :

p(Go) 2 |w—1].

Une condition nécessaire pour gue la méthode de relaxation converge est que 0 <

w < 2.

Démonstration, Le résuitat est évident si w = 1. Lorsque w # 1 Ecrivons :

Go = (D — wE) ' (1 — w)D + wF).

La matrice (D — wE)™! est triangulaire inférieure de diagonale D1, la
matrice ((1 — w)D + wF) est triangulaire supérieure de diagonale (1 — w)D,

aussi
detG,, = det D™ det((1 — w)D) = (1 — w)".
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Comme det G, est le produit des valeurs propres de G, on a :
|det G| < p(GLY

ce qui prouve que
|I - wf P(Gw)

Pour que fa méthode converge il faut que p(G,) < 1 d’ol |1 —wi < 1
c’est-a-dire 0 < w < 2.

10.4.3 Le cas des matrices hermitiennes

Le théoréme suivant donne un cadre général d’étude de la convergence forsque A est
hermitienne.

Théoréme 10.9 Soit A € C"*" hermitienne et inversible. Ecrivons A = M — N avec
M inversible et supposons que M* + N est définie positive. La méthode itérative

Xewt = M I'Nxy + M~ 'b

converge si et seulement si A est définie positive.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que M* + N = M™* + M — A est
hermitienne puisque A est hermitienne.
Supposons que A soit définie positive et notons

|5 = x* Ax = (Ax, x)
Ia norme associée au produit scalaire

<x3y>A = (Ax:y> .
La norme d’endomorphisme associée & cette norme vectorielle est

“Xx“A
|| x| 4

Nous affons prouver que | M~ N||, < 1 d’od il résultera que p(M ' N) < 1
(proposition 3.6) et donc fa convergence de Ia méthode (théoréme 10.3).
Compte tenu du fait que le sup définissant ||M~!N|, est un maximum
(exercice 3.1) et que M~'N = I, — M ! A, nous devons prouver que

X1l =

(I, — MTTAY AL, — M~ A < x*Ax



10.4 Convergence des méthodes itératives 171

pour tout x s 0. Partons de I’hypothese M* + N = M™ + M — A définie
positive. Pourtout y # 0, ona:

Yy (M +M— Ay >0
etpour y = M ' Ax, x s 0, on obtient
YAM T (MF M —AM TAx = XFAM A M T - M AM HAX > 0
¢ est-i-dire
x*Ax —x* (A— AM'TA- AMT*A+ AM TP AM TA) x =

x*Ax — 'L, —MTTAYAU, — M TA)x >0

ce qui est bien I’inégalité souhaitée.
Supposons maintenant que la méthode soit convergente :

pM~INY=p(l, - M'A) < 1.

Notons E = I, — M~ 1A et F = AM~*(M* + M — A)M 'A. Comme
M*+ N = M+ M* — A est définie positive, cetic matrice peut s'écrire
B* B avec B € GL, (penser par exemple a Ja décomposition de Cholesky)
donc F = C*C avec C = BM~! A ce qui prouve que F est définie positive.
D’ autre part

A=F+E"AE

d’ou, par récurrence,

k—1
A=E*AE* + Z E*FE',
i=0

Comme p(E) < 1 la suite £ a pour limite 0 (théor2me 10.3) et donc

A= i E*FE*,
k=0

Ceci prouve que A est définie positive.

Corollaire 10.10 Lorsque les matrices A et 2D — A sont définies positives, la méthode
de Jacobi est convergente.

Démonstration. Ona: M = Det N = E+F.Par hypothése Aet M*+N =
2D — A sont définies positives et le théoréme précédent s’applique.
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Remargue 10.3. Ce résultat s’étend a la méthode de Jacobi par blocs mais alors
D est la diagonale par bloes de 1a matrice A.

Corollaire 10.11 Lorsque la matrice A est définie positive, la méthode de relaxation
est convergente si et seulement si 0 < w < 2. En particulier, la méthode de Gauss-
Seidel est convergente.

| Démonstration. Le théorgme 10.8 montre que cette condition est nécessaire.
i La méthode de relaxation correspond au découpage M = lp —Eet
I N = 1_T"’JD+F et donc M*+N = %QD. Notons que les entrées diagonales
. de D sont positives parce que A est définie positive. 51 0 < w < 2 lamatrice
i M* + N cst définie positive et le théoréme précédent s’ applique.

Remargue 10.4. Ce résultat s’étend a la méthode de relaxation par blocs.
Comme pour la méthode de Tacobi, D est alors la diagonale par blocs de la
matrice A.

Corollaire 10.12 Lorsque la matrice A est définie positive et gue 0 < w < 2, la
méthode de relaxation symétrigue est convergente.

Démonstration. Ecrivons Xz, /2 = Gexi+c1 €t X1 = G Xy s +c2. Soit
x la solution du systtme Ax = b. Comme x = Gex+cretx = Gex + ¢
ona:

Tstf2—X = GE(xp—x); Xpo1—x = Gr(Xpp1ja—2); X=X = GrGp(xe—.

Puisque 0 < @ < 2, les méthodes de relaxation associées aux matrices Gg
et Gy convergent et il résulte de la démonstration du théoreme 10.9 que
|G|l 4 et ||GFil 4 < 1.Cette norme étant multiplicative et comme d’autre
part |G|l , = {|Grl| 4 puisque A est hermitienne on a :

2
IGFGElla <IGrlANGEN, = 1GEl <1

ce qui prouve que la méthode de relaxation converge.

Remarque 10.5. La démonstration précédente prouve que les suites (x7F)
(méthode de relaxation) et (x,‘fSOR } (méthode de relaxation symétrique) issues
d’un méme point initial xo vérifient

[xE9% — x|l < 1GE|y Hxo — x|

et
HafSOR — x|l < NGely v — x])-
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La convergence de SSOR est donc deux fois plus rapide que celle de SOR. Mais
une itération SSOR correspond A deux itérations SOR ... ce gain est bien sir
illusoire !

10.5 EXEMPLES

On considére le systeme Ax = b ou A est la matrice tridiagdnale définie positive
donnée au paragraphe 16.1 :

2 -1
-1 2 -1

—1 2 -1
—1 2
On compare les normes des erreurs ||eg|i; oll ey = x; — x, obtenues par les méthodes

itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel tout au long des itérations. Pour tout schéma
itératif x;,; = Bx; + ¢, la norme de I’erreur vérific 1’ inégalité

lex || < B¥|l lleol

et donc
llexil / lleoll < 1BXl-

D’apres le théoreme 3.7 la suite (|| B¥||) est asymptotiquement équivalente 2 la suite
(p(BY). Ceci permet de déterminer approximativement le nombre d’itérations né-
cessaires pour majorer le rapport des erreurs ||eg|| / |leo|| par une valeur fixée a,
0 < @ < 1. Il suffit pour cela de considérer I”égalité p(BY = «, de laquelle on déduit
r = log(a)/ log(p(B)), et on prend & = [r] le plus petit entier supérieur o1 égal a r.

Pour la méthode de Jacobi, le rayon spectral p(J) s’obtient facilement a partir du
spectre de A (voir paragraphe 16.1) :

P = cos(—),

oll # ¢st la dimension de la matrice. Pour la méthode de Gauss-Seidel, nous avong
que p(G1) = p(J)? car la matrice A est tridiagonale & valeurs constantes sur chaque
diagonale (voir exercice 10.5).

En prenant n = 100 et « = 1/10 (c’est-a-dire pour diviser I'erreur par 10) il faut
In(0.1) / In(cos(y5;)) == 4759 itérations dans le cas de la méthode de Jacobi et deux
fois moins dans le cas de la méthode de Gauss-Seidel. C’est ce que 1’on observe sur la
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figure 10.1. Plus précisemment, on voit que le logarithme de la norme de I’erreur dans
le cas de la méthode de Jacobi suit approximativement la droite de pente In(p(J/)) :

In([lexll2) = & In(p(J)) + In(|leo||2)
et dans le cas de Gauss-Seidel la droite de pente double 2 In(p(J)) :
In(llex |[2) = 2k In(p(1)) + In(||eo |2)-

10
10°1
=
g
e
@
k=]
@
E
[}
o
2 Jacobi : *\\ 7
WE s - — - - Gauss-Seidel S T e T
10‘ 1 L I 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 60G0
itérations

Figure 10.1 Décroissance de la norme de I'erreur ||ex||2 en fonction de £.

10.6 METHODES ITERATIVES ET PRECONDITIONNEMENT

Les méthodes itératives que nous avons considérées jusqu’a présent sont basées sur la
recherche d’un point fixe du systeme

x=M'"Nx+M b,

avec A = M — N. On résout donc le systeéme M —'(M — N)x = M~'b c’est-3-dire,
en fin de compte, le systéme initial préconditionné (& gauche) par la matrice M~ :

M 'Ax =M b,
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On obtient ainsi les matrices M de préconditionnement suivantes :

o M = D pour la méthode de Jacobi,
e M = D — E pour la méthode de Gauss-Seidel,
o M =(D — wE)/w pour la méthode de relaxation SOR,

s M = (D —wE)D™Y(D — oF)/(«(2 — w)) pour la méthode de relaxation sy-
métrique SSOR.

Ces matrices de préconditionnement sont utilisées en particulier dans les méthodes
de projection sur les sous-espaces de Krylov présentées au chapitre 11.

10.7 NOTES ET REFERENCES

Les méthodes itératives ont été introdujtes et utilisées an XIX *™ sidcle par Carl
Friedrich Gauss (1777-1835), Philipp von Seidel (1821-1896) et Carl Jacobi (1804-
1851). Le traitement moderne de cette question est plutdt orienté vers les méthodes de
projection présentées au chapitre suivant.
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EXERCICES

Les matrices des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR sont définies respective-
ment aux paragraphes 10.3.1, 10.3.2 et 10.3.3.

Exercice 10.1
Soient A € R?*2 et b € R?, La solution du systéme Ax = b s’interpréte géométri-
guement comme le point d’intersection des deux droites

(Dy) aynx +apx; = by,
(D7) azx; +anx; = bs.
On suppose que ar; etaxn # 0.

1. Calculer les matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel associées a ce
systeme.

2. Calculer les rayons spectraux de ces matrices. Que remargue-t-on ?

3. Calculer les rayons spectraux des matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel associées au systéme obtenu en permutant les denx équations ci-dessus.

4. Interpréter géométriquement les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel appli-
quées & Ax — b. Pour cette dernidre, on notera que le vecteur xz,; € R? est
solution du systéme triangulaire

anXgp +dpxrs = b
Ao X411 + A2 X120 = bo.

Exercice 10.2

Calculer les rayons spectraux des matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel des matrices :

1 2 =2 2 -1 1
1 1 et 2 2
2 2 -1 -1 2

Exercice 10.3
Soient
1 0 —1/4 —1/4
. 0 1 ~1/4 —1/4 | (L K _1
A=l —1e 14 1 0 _( ) “ab=3
~1/4 —1/4 0 1

e
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1. Calculer les matrices des méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation
associées 4 A. Onles notera J. G ¢t G,

2. Donner I’expression en fonction de &, b et K des itérés de la résolution du
systéme Ax = b par la méthode de Ganss-Seidel et ta méthode de Jacobi quand
le point initial est I’ origine. 11 est recommandé d’utiliser la structure bloc de la
matrice A.

3. Calculer les rayons spectraux des matrices G ¢t J.

4. a) Montrer que si A est valeur propre de G, alors A = 1 —w ou bien A est racine
de 1'équation :

2 w’ 2
AC — Q(I_MHT A+(l —w)” =0.

b) Calculer p(G,,) en distinguant les cas ou les racines de I’équation précédente
sont réelles ou non.

¢) Trouver |a valeur de w qui rend p{G ) minimum.

Exercice 10.4
1. Soit B € T?%2% de |a forme :

(0 B
o= (5 o)

X1

ol B et B, € {7,
a) Soit A € spec(B)etx = un vecteur propre associé (x; et xo étant
deux vecteurs de C"). Montrer que By Bax; = A’xy et ByByx, = Alx,.
b} En déduire que p(B) < p(B182).
¢) Prouver qu’en fait p(B) = /p(B1B>).
2. Soit A € C**? de la forme
D1 —Al
—A, D

ol D) et Dy € C"*" sont inversibles et ol A; et Ay € T,

a) On considere la matrice de la méthode de Jacobi par blocs :

,_ (DO /00 A
Ao Dy Ay O

Calculer p(J).
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b) On considere la matrice de la méthode SOR par blocs :

G = Dy 0 ! {1l —w)D; wA
“ *&)Az Dz 0 (1 — w)D2

o w est un réel donné. Lorsque w = 1, G| — G estla matrice de Gauss-Seidel
par blocs. Calculer G,.

¢) Calculer p(G) en fonction de p(D, lAsz LAD.

d) On cherche & résoudre le systeme Ax = b par les méthodes itératives précé-
dentes. Montrer que les méthodes de Jacobi par blocs et de Gauss-Seidel par
blocs convergent ou divergent simultanément et écrire 1a condition nécessaire
et suffisante de convergence.

¢) Calculer det G, (le résultat ne dépend que de w et de 7). Montrer qu’une
condition nécessaire de convergence pour « SOR par blocs » est que 0 < w <
2.

f) Montrer que cette condition est aussi suffisante lorsque A est aussi définie
positive.

Exercice 10.5

a’

b et u désignant des nombres complexes et # étant un entier supérieur ou égal &

2, on considere les matrices tridiagonales C,{a, b} = (¢;;) € C"*" définies par :

Cij:a pOur I=J'—1 ct 2gj“<\n5
Cij:b pour l=j+] et I‘-<..J‘-<..n*11
c;; =0 sinon.

On définit également les matrices :

An(l, a, b) = ruIn + Cula, b)

ol I, © C**" est la matrice unité.
Dans cet exercice, a et b sont des nombres complexes non nuls quelcongues.

1.

a) Soit o un nombre complexe, o # 0. On considere la matrice diagonale
Afa) = diag(e, a?,. .., a").
Montrer que pour tout nombre complexe gona:
Anlu, o ta, ab) = A()An(u, a, D)A(a™ ).

b) En déduire que pour tout nombre complexe o #£ 0, les matrices A,(u,a,b)
et A,(u, @ la, ab) ont méme spectre.
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2. Soit maintenant s > 0 fixé ; on cherche a résoudre par des méthodes itératives le
systéme :
' Au(s,a,b)X = f.

a) Soient J et G respectivement les matrices des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel associées & la matrice A, (s, a, b). Montrer que leurs rayons spectraux
respectifs vérifient la relation :

p(G) = p(J)".

b) En déduire que ces méthodes convergent ou divergent simultanément. Obser-
ver que leur convergence implique I'inversibilité de A,(s,a, b).

3. Pour quelles valeurs de s les méthodes itératives ci-dessus sont-elles conver-
gentes ?

Exercice 10.6 Méthode de la plus grande pente dite aussi méthode
de Richardson

On considére A € R"™" définie positive et > 0 un parametre fixé. On associec au
systéme Ax = b la méthode itérative

Xpyl = X — a(Axk — b)

Onnote 0 < A < ... < A, les n valeurs propres ordonnées de A.

1. Ecrire cette itération sous la forme standard x;,; = Bux;+c. Pour quelles valeurs
de @ > 0 cette méthode itérative est-elle convergente ?

2. Déterminer la valeur @ > 0 optimale ¢’ est-&-dire telle que p(B,) soit minimum.

La dénomination « plus grande pente » vient de ce que Ax, — b est le gradient
de la quadrique g(x) = $x” Ax — b?x (voir paragraphe 7.2). L.e minimum unique
de la quadrique g correspond & la solution du systeme : Vg(x}) = Ax —b = 0. A
partir de xi, le nouveau point xi,; est obtenu en « descendant » le long du gradient
Vq(xi) = Axy — b avec un pas constant . Cette méthode est aussi appelée méthode
du gradient & pas constant (voir aussi exercice 11.1 qui traite la méthode du gradient
4 pas optimal).



Chapitre 11

Méthodes de projection
sur des sous-espaces de Krylov

Les méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov fournissent une antre
famille importante de méthodes itératives. Leur développement est plus récent que
les méthodes itératives classiques et date des années 1970-80. Ce sont en partie les
besoins créés par les applications industrielles et en particulier 1a nécessité de résoudre
des systemes de grande dimension qui ont motivé leur essor. D autre part, les pro-
grés constants réalisés en informatique ont permis d’accroitre considérablement les
capacités de calcul et de stockage des données et ont rendu possible 1a mise en ceuvre
effective de ces nouveaux algorithmes. Actuellement, ces méthodes font encore I objet
de recherches mathématiques actives.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons 4 I’étude de deux méthodes parmi les plus
représentatives : la méthode GMRES (en anglais Generalized Minimum RESsidual)
pour des systémes généraux et 1a méthode du gradient conjugué pour des systemes a
matrice définie positive.

On verra au chapitre 15 que les méthodes de projection sont également utilisées pour
calculer les valeurs propres et vecteurs propres de matrices de grande taille. Donnons
tout d’abord le cadre général d’une méthode de projection pour le calcul de 1a solution
d’un systéme linéaire.
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11.1 STRUCTURE GENERALE D'UNE METHODE DE
PROJECTION

On considére le systtme Ax = b, ol la matrice A € C"*" est inversible, et xp € C"
un vecteur donné.

Une méthode de projection associée au systéme consiste a calculer une suite (x;)
d’approximations a I’aide de deux familles de sous-espaces vectoriels Ky et Ly de
dimension & en imposant les conditions

Xi €I0+]Ck

et
b - A.?Ck 1L AC]C.

La condition d’orthogonalité est dite condition de Petrov-Galerkin. Elle permet de
définir de maniére unique x; dans le sous-espace affine xg + KCy.

Les sous-espaces £ et K, ne sont pas nécessairement identiques. On dit que la
méthode de projection est orthogonale si £y = Ky et obligue sinon. Les sous-espaces
sont généralement emboités : Ky C Ky et Ly C Lpyq-

Pour toutes les méthodes considérées on a toujours x, = x la solution du systéme,
Sous certaines hypothéses, le vecteur x; est une bonne approximation de cette solution,
On souhaite bien siir arréter 1’ algerithme pour des valeurs de & petites devant .

Les espaces d’approximation KC; que nous allons considérer sont des sous-espaces
de Krylov. Le paragraphe suivant présente les propriétés de ces sous-espaces et leur
relation avec les algorithmes de réduction de Hessenberg de la matrice A, en particulier
I’ algorithme d’ Arnoldi et 1’algorithme de Lanczos.

11.2 ESPACES DE KRYLOV ET REDUCTION DE HESSENBERG

Soit A € C"*" une matrice inversibleet v € C*, v # 0.

Définition 11.1 Le sous-espace de Krylov d’ordre k associé a la matrice A et au
vecteur v, noté Ky( A, v), est le sous-espace vectoriel généré par les k vecteurs

v, Av, Aly,. .., At
On le note Ky, lorsqu’il n'y a pas de risque d’ ambiguité et on convien! que Ky(A, v) =
{0}.

Proposition 11.2  Pour tout k, les sous-espaces Kiy(A, v) vérifient les propriétés sui-
vantes dont la démonstration est laissée au lecteur :

1. KA v) C K (A, ),
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2. AK (A, v) C Kpa(A, ),

3. Le sous-espace Ki(A,v) est invariant par A (autrement dit AKi(A,v) C
Ki(A, v). voir chapitre 13) si et senlement si Ki(A, vy = Ki(A, v) pour tout
2k

4. Ku(A,v) = K1 (A, 1),
5. Ki(A, av) = Ky (A, v) pour tout scalaire o # 0.

Ayant 3 utiliser les sous-espaces de Krylov comme sous-espaces d’approximation,
il est important d’y disposer d’une base orthonormée. Supposons que les vecteurs
(v, Av, ..., A*lv) soient indépendants. Le procédé d’ orthonormalisation de Gram-
Schmidt permet d’obtenir une base orthonormée de X (A, v). Nous savons cependant
qu’en général les directions des itérés successifs A/v, lorsque j angmente, tendent
vers la direction d’un vecteur propre associé & la valeur propre de plus grand module
de A (voir la méthode de la puissance : théoréme 14.3). Cette propriété entraine que les
matrices Ky = (v Av ... A*"1v) sont en général mal conditionnées. Nous allons voir
qu’une décomposition de Hessenberg de la matrice A définit une base orthonormée
d’un espace de Krylov tout en évitant le calcul direct des vecteurs itérés A/ v.

Soit A = Q H Q* une décomposition de Hessenberg de A (voir paragraphes 8.6 et
suivants). Notons Hy, = H(1: k. 1: k) e C% 0, = Q1 1,1 k)= (g1 ... q) €
St et Ky = (g1 Agy ... A¥1g)) e C7F,

Proposition 11.3  Si Hy, est non réduite (définition 8.18), alors les vecteurs qu, .. ., g
constitiuent une base de Uespace de Krylov Ky (A, q1). En outre, Ky = Qi Ry pour une
matrice triangulaire supérieure Ry € Ok Sik < net hpyy =0, alors 1 ‘espace
Ki(A, g1) est invariant par A.

Démonstration. Par construction, les vecteurs g; sont orthonormés. Mon-
trons que g; = p;-1{A)g1, ol p;  est un polyndme de degré j — 1. Pour
j =1onagqg; = po(A)g, avec py = 1. Supposons la propri¢té vraie jusqu’a
Tordre j. De la relation AQ = QH on déduit 1’égalit¢ pour la colonne j
{voir I"équation (8.3))

¥l

qu = Z hijqia
i=1

et donc

J+1jq?+1 ACI; th]fb (11.1D
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L’hypothese de récurrence implique

J
hin1jq0 = Ap;1(Alg — thjpi_l(A)QL-

i=]

Puisque /7, ; # 0,1l enrésulte que g;,1 = p;(A)g;, ol p; estun polyndme
de degré égal 4 j.

Les vecteurs orthonormés g; appartiennent & I’espace K (A, () et forment
donc une base de cet espace. La propriété g; = p;j—1(A)q, pour j =
1,...,k, montre que Qr = KiS;, ot Ky = (g1 Aq;... A" g)) et o
Sk € Ck* est triangulaire supérieure et inversible puisque Q, est de rang .
Nous avons donc K, — Qi Ry avec R, = S;' triangulaire supérieure.

Si Agars = 0, I"6galité (11.1) pour j — k monire que Age = ¥ hijqi
et donc que Agy € Ky(A,g,). D’autre part, pour j = 1,...,k—1,0na
Ag; = Ap;_1(A)g; € Kju(A q1) C Ki(A,g). Ainsi Ky est invariant
par A.

La proposition précédente et la propriété 5 de la proposition 11.2 montrent que
les vecteurs-colonne de la matrice Qx = (g, ...qz) avec g1 = v/|vlr ot v # 0,
constituent une base de I’'espace de Krylov X.(A, v).

Nous avons étudi€ au chapitre 8 deux méthodes pour obtenir une décomposition
de Hessenberg : la méthode d’Arnoldi (modifiée) (paragraphe 8.8) et la méthode de
Householder (paragraphe 8.6).

La méthode de Householder jouit d’une meilleure stabilité numérique que la
méthode d’Arnoldi. En revanche, 1a complexité de 1a méthode d’Arnoldi est plus
faible que celle de Householder. Pour les systemes de grande dimension, on consi-
dére que la méthode d’Arnoldi offre actuellement le meilleur compromis entre la
complexité des calculs et 1a fiabilité des résultats.

Remarque 11.1. 1l convient de noter que k étapes de la méthode de Householder
présentée au paragraphe 8.6 définissent la matrice Q; = (g ... g¢) € Sty ol
qy =ejetq; = H,...Hje; pour j =2 ... k.On aainsi une base orthonormée
de Vespace de Krylov Ky (A, e;). Afin de pouvoir définir une base oithonormée
d’un espace de Krylov général X, (A,v), v € C", v £ 0, il est nécessaire de
considérer dans cet algorithme une premiére transformation de Householder
Hy telle que Hiv = aey ou @ € Cet |a = ||v||2. Cette transformation H,
est obtenue en vertu du corollaire 8.11, On poursuit ensuite 1’algorithme de la
méme fagon en prenant la matrice H) AH;.

Le paragraphe suivant est consacré 4 la méthode GMRES. Le calcul de la base de
I’espace de Krylov y est donné par la méthode d’ Arnoldi.
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11.3 LA METHODE GMRES

11.3.1 Description de la méthode

Soit xp € C", notons x 1a solution du systéme Ax = betry = b — Axp le résidu
en xy. La méthode GMRES est une méthode de projection de Krylov oblique avec
Ly = AKX (A, ry). Lapproximation x; est donc définie par

xp € xo+ KilA, rp)

et
e =b— Axp 1L AKL(A, r).

Ces conditions d’orthogonalité montrent que

Proposition 11.4

1. Pour tout k < n, xi est définie par la solution unigue du probléme des moindres
carrés

min Az — bl 11.2
zE.K0+Kk[A,?‘{,) ” ”2 ( )

2. Pour tout k << n, les vésidus ry et ryq Vérifient
i l2 < [lrell2

3. xy est solution du systéme Ax; = b si et seulement si Ky est invariant par A.

Démonstration.

1. Le probléme des moindies carrés s’ écrit

min_ Az — b3 = min [|Au ~ ro|3
7 Exp+KG T ek,

et toute solution optimale u; vérifie (théoréme 9.8) (Au, — ro, Au) =0
pour tout 1 € K ¢’est-a-dire (avec x, = Xo +ug) (b — Axg, Au} = 0
pour tout u € X; autrement dit b — Ax; L AK(A,rg). La solution
du probleme des moindres carrés est unique puisque A est inversible
(théoréme 9.8).

2. Le résultat est évident puisque K C Ky et que la solution xy,; est
définie par

v bl3= _ min |Az—bl}
|| Ti+] H2 ZEqu.K,“l(A,m)H ”2
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3. x; est défini par la condition x; —xp € K et b — Axy L AKX, Si K,

est invariant par A on a AKX = Ky et donc b — Ax, | K. Comme
b—Ax el (b—Axp =b — Axg — Alxy — xp) =1 — Al — xp) €
Ky + AKX, = Kp) on obtient b — Ax;, = 0.
Réciproquement, si Ax; = b, puisque x; —xp & Ky, il existe des scalaires
; tels que x; — xp = aory + ... + a1 A*“1rg. On obtient Ax, =
Axg+agArg+. . .+ap_1 A*ry = b de sorte que @y Afry = ro—(agArg+
o+ a2 A rg). Si @y # O cette identité prouve que Ky, = Ky et
donc que Ky est invariant par A. Si ey | =0, ¢’estque xp — xp € Ky,
et Ax; = b, de sorte que x; = x;_ | par définition de x;_;. On est ramené
au méme probléme & un ordre inférieur. 11 reste a traiter le cas & = 0. On
a alors Axg — b c’est-a-dire ryp = 0. L'espace de Krylov Iy = {0} est
évidemment invariant par A.

11.3.2 Algorithmique

L'algorithme associé a la méthode consiste & déterminer la solution x; décrite précé-
demment & I’aide de la base orthonormée (g, . . . , g,) de K4 obtenue par 1”algorithme
d’Amoldi avec ¢ = ry/||rol|2-

Proposition 11.5 L'itéré x; obtenu par la méthode GMRES est donné par x;, = xg +
Qwvx oit vi € CF est la solution du probleme des moindres carrés

nin || Hyy — ellls 11.3

min [[Hiy = iroll2 iz, (11.3)
avec e; = (1,0,...,00" € C* et ot Oy et H; sont les mairices déterminées par
Ualgorithme d’Arnoldi (paragraphe 8.8).

Démonstration. En utilisant 1a base orthonormée (g, ...,gx)onaz — xp €
K si et seulement si 2 = xo + Qiy pourun y € C*. Des égalités AQ; =
Q1 Hy (équation 8.4) et puisque rg = ||ro||2g1 = ||rol|2 @r+1€1 On Obtient

Az —b= Ay — 1o = Qxa{Hiy — iro]l2e1)
de sorte que, puisque Iy, est Stiefel,

Az — b3 = || Hey — lIroll2en|3-

L’algorithme GMRES est donc ramené au calcul de la solution d’un probléme de
tnoindres carrés associé i une matrice H, € C**Dxk ge Hessenberg. Afin de résondre
ce dernier probléme nous utilisons une décomposition O R de Hy (paragraphe b).

L’algorithme tire avantage de deux spécificités importantes :
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1. la matrice Hj, est obtenue en complétant la matrice H,_, par une k-i#me colonne,
2. H, estde Hessenberg.

La décomposition QR de la matrice H; de Hessenberg peut &tre calculée par k — 1
rotations de Givens (paragraphe 8.4).

Supposons avoir calculé GHi_1 = Gi_s... Glﬁk_l = ffk_l ol les G; sont des
rotations de Givens, Uj_; € C¥*®=1) est triangulaire supérieure

~ U._
Uk—lz( Bl),

avee Ug_, € C*=Dx* D triangulaire supéricure. On obtient Hy en ajoutant & Hy_|
une ligne de 0 et la colonne A; d’ ol

s _ (G0 I'}k—l _ Ijk—l i
oi=(5 V) (5w )=(
avec fzk = (:jh.k. Par une rotation convenable de Givens G_y on annule le terme ﬁkﬂ k

de Hy (coefficient k + 1 de k) sans changer la structure triangulaire supérieure déja
acquise.

I’érape k de GMRES est donc :

1. Calculer gy et iy par I’algorithme d’ Arnoldi,

2. Calculer larotation de Givens G,_ telle que (Gg—y ... G1h ke =0,
3. Calculer Gi_; ... G hg et ’adjoindre a Ux_; pour obtenir

- U
(%)

4. Calculer § = (G} ...G;_ e, € CH,
5. Résoudre le systeme triangulaire

Uy = liroll2g,

ot g € Cresttel que g = ( & )
8k

6. Calcaler la norme du résidu

{Ax; — bll2 = |lgesl2-
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On arréte cet algorithme lorsque le résidu ry = & — Axy a une norme suffisamment
petite.

La complexité d’une étape k de cet algorithme est dominée par le calcul de gy, et
hy:ona

e a2 2n% opérations pour le produit Agy,
o 2= 2n(k + 1) + 2nk + n opérations pour le calcul de g et 2.

On voit que la complexité de la méthode GMRES croit avec 1a dimension & de I'es-
pace de Krylov. Pour remédier a ce probleme on utilise une méthode de réinitialisation
cyclique des sous-espaces de Krylov (méthode de redémarrage, en anglais restarting) :
a partir de x; € xg + Kx(A, ro), on calcule le résidu 7, = b — Ax; et on poursuit avec
les nouveaux espaces x; +K; (A4, rr) jusqu’a obtenir xp; € xx+K (A, rr). Le processus
se poursuit ainsi en réinitialisant les espaces de Krylov au bout de & étapes.

11.4 LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

11.4.1 Description de la méthode

Notons A &€ C**" une matrice définte positive, xg € C" un vecteur donné et x € C"
la solution du systeme Ax = b. Notons aussi

(U, v} 0 = (Au,v) = v" Au
le produit scalaire associé a A (paragraphe 7.1).

La méthode du gradient conjugué est une méthode de projection de Krylov oblique
avec L; = Ky (A, rg). L approximation x; est donc définie par

X € xo + Ki(A, ro) (11.4)

et
Fp = b— AXk ae ’Ck(A, r()). (1]5)

On a les propriétés suivantes

Proposition 11.6

1. Pour tout k < n, x¢ est définie par la solution unique du probléme des moindres
carrés

. 2
min — xl|i=. 11.6
o in |z — x[|% (11.6)
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2. Pour tout k < n, les errelrs ¢, = x — X et €xy1 = X — Xpy1 Vérifient
lleweilla < llexlla-

3. xy est solution du systéme Ax, = b si el seulement si Ky est invariant par A.
Démonstration.
1. Le probléme de minimisation

: 2
I —
ZE)C(]-E%,{(A,FQ) ”Z r“A

a une solution x;, unique qui est €gale  la projection orthogonale de x sur
X9+ (A, rg) pour le produit scalaire (, ) 4. Onadonc x; € x0+K¢(A, ro)
et

(x — xp,v)q =0

pour tout v € Ky( A, rg). Cette dernigre condition s’ écrit
(Alx —xg). vy =0
pour tout v € Ky (A4, rp) ¢’est-a-dire
re=b— Ax;, L Ky(A4,rg).

2. Le résultat est évident puisque Ky C Ky et que la solution xiyq est
définie par
2
”Z - x”A‘

) .
Xeat — x|I2 = min
H k+1 “A 2ExpE K1 (Ayro)

3. A partir des conditions x; —xp € K et b — Ax, L Ky, la démonstration
est identique a celle de la proposition 11.4.

Remarque 11.2. Lorsque A est une matrice quelconque, les conditions (11.4)
et (11.5) définissent la méthode FOM (en anglais Full Orthogonal Method).

11.4.2 Algorithmique

L'algorithme associé a cette méthode consiste 4 déterminer la solution x; a 1'aide
de la base orthonormée (q,,...,qx) de K¢, obtenue par I’algorithme de Lanczos
puisque A est hermitienne. La récurrence a trois termes de algorithme de Lanczos
permet d’obtenir une expression simple de la solation x; € Ky & partir de la solution
précédente x,_) € Ki_1.



190 11 « Méthades de projection sur des sous-espaces de Krylov

Soit (g1, ...,qx) la base orthonormée de K (A, rg) obtenue par I'algorithme de
Lanczos avec g1 = ro/{|7oll2.

Proposition 11.7 L’itéré x; de la méthode du gradient conjugué est donné par x;, =
Xo+ Qv o v € C* estl ‘unique solution du systéme

Ty = Jiroll2er (11.7)

avec e; = (1.0,...,0)7 € C* et o Qy et Ty sont les matrices déterminées par
Ualgorithme de Lanczos (paragraphe 8.9).

Démonstration. En utilisant la base orthonormée (g, ... gx)onaz—xg €
K si et seulement si z = xg + G,y pour un y € C*. La condition d’ortho-
gonalit€ (11.5) s’écrit (b — A(xo + Grwi), q;) = O, pourtont j = 1,... k,
et donc

Qi{ro — AQiy) = 0.

Puisque Q; AQ, = T; (équation 8.4) et que ry = ||ro||zq1 = [|roll2@rer, on
obtient le systéme
Tiyi = ||roil2e-

Montrons que la matrice 7, = Q;AQ, est inversible : la matrice définie
positive A admet la décomposition de Cholesky A = L L*, donc la condition
Oy AQy = 0 implique ||[L*Qxy||> = 0 et alors y = 0 puisque ; est de
rang k et L inversible.

Le résultat suivant montre que le résidu 7, est colinéaire au vecteur gg4.

Proposition 11.8 Le résidur, = b— Axy obtenu par la méthode du gradient conjugué
est donné par
re = — By €] Y Qe

Démonstration. D’apres les équations (8.4) on a
b— Axp =rg— AQuyr = ro — Qi Tk — B giws €F Y-

Or Ty v = |lrollaes. done Q4 Ti vi = ||roll2gy = o, d’0l 1a conclusion.

La récurrence qui définit x; & partir x; 1 est obtenue grice a la décomposition LU
de la matrice 7.

La proposition 11.7 donne la solution xg :

X = xp+ O T, Irallaes -
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Considérons la décomposition LU de T; : Ty = L Uy, et posons P, = Q,,cUk_1 et
2z = Lg ' |Iroll2es. Nous avons

xp = xo+ Qo (UL Iroll2er = xo + Przi.

Nous allons calculer P, a partir de P, 1 et z; & partir de Zy—1. Notons p; les
colonnes de la matrice P.

Lemme 119 Ona P, = (P pr) ol P = QkflUk_,ll et 7y = (Z{_],Vk)T on
ze—1 = L' jlroll2er-

Démonstration. 1.a décomposition LU de la matrice T;_, montre que

Ly 0
e (B00).
_ U1 X
= (% ),

ou L;_y et U,_, sont les matrices de la décomposition LU de T;_;.
Les matrices inverses de Uy et Ly sont données par

L7 0
—1 _
Ly _( I;l 1)’

et

et .
1 _ Uk_—[ X
w= (1),
On a donc
Uv-lox ,
P = O ( "6‘1 y ) = (Qe U o)
et

L 0 L
o= (M0 D) Mol = (Bl ),

I1 faut noter dans cette derniere égalité que le vecteur de base e; a successi-
vement la dimension k etk — 1.

Nouws pouvons déduire de ce lemme une récurrence sur xy :

k-1
Xp —xo+ (Pt pi) ( e ) =xo+ B iz + e
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et donc
Xy = Xp—3y ¥ Vi Pk (118)

En multipliant cette égalité par A et en retranchant » au deux membres de fagon a
faire apparaitre les résidus, nous avons une récurrence sur ry :

Fp = Fp—{ — APk {11.9)

Il reste & définir une récurrence sur py.

Lemme 11.10 On a
Pe = Te—i + My Pr—1. {11.10)

Démanstration. La relation P, = QkUk"i implique P U; = Q. D’autre
part, la matrice triangulaire supérieure Uy est bidiagonale puisque 7} est
tridiagonale. On déduit que g = yx_ 1 pi_; + 6 Px, et

1 Yi—1
= —gp — —— 11.11
Pr quk 5 Dk—1, ( )

puisque & # 0. La proposition 11.8 montre que les vecteurs gy, et r_; sont
colinéaires. Le vecteur p; est donc une combinaison linéaire des vecteurs
v—1 €t pr_i. On peut Ecrire cette relation sous la forme py = rp—; + s Pr_1
aprés multiplication des vecteurs p; par des coefficients appropriés. Nous
allons conserver la méme notation pour ces nouveaux vecteurs. Il faut noter

que la transformation des vecteurs p; ne modifie pas la forme des récurrences
sur xz et 7y, (équations (11.8) et (11.9)).

Nous avons obtenu pour xi, ¥y et py trois récurrences (11.8), (11.9) et (11.10). Le
calcul des coefficients vy et uy se fait grice aux propriétés d’orthogonalité des vecteurs
1 et d’orthogonalité pour le produit scalaire associé i la matrice A des vecteurs py.

Proposition 11.11 Ona (Ap;, p;} =0, pour touti, j, i # j.

Démonstration. 11 suffit de donner la démonstration pour les vecteurs p;
«d’origine ». On a

PrAP =U"QtAQU = U LU = U LUU Y = U Ly

La matrice U "Ly est triangulaire inférieure. La matrice symétrique P 4 Py
égale & U_ "L, est donc diagonale.
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Les vecteurs ry, colinéaires & g, sont orthogonaux entre eux puisque les vecteurs

gx satisfont cette propriété. On est maintenant en mesure de déterminer les coefficients

Vi et .

Ltemme 11.12 Ona

et

_ (T‘kmlgf‘k—1>

Ve = 5/
{Api, )

e {re—1s k1)

{re_2,Te—2)

Démonstration. Gréce a 1’orthogonalité des vecteurs 7, on obtient

{re—1sre—1)

V=
T Api ey

& partir de (11.9). L'orthogonalité pour le produit scalaire associé & A et
I'égalité (11.10) donnent

{Apr,rie—1) = (Apx, pi).

On a donc
{rk—1,7—1)
(Apk » Pk )
Utilisant & nouveau I’orthogonalité pour le produwit scalaire associé a A et
(11.10), on obtient

1

o (Apk—laka)
M = ———
{Apk-1, Pr—1)

De I'égalité (11.9) prise au rang ¥ — 1 on déduit

1 .
Apy = K(f‘k—z — Fi1).

Enfin, utilisant 1’ orthogonalité des ry et 'expression de p_;, on obtient

= I {n-nmey) _ (enred)
Vi—1 {APe—1, Pr—1) {Fr—2,7k-2)

Nous pouvons ainsi définir I’algorithme du gradient conjugué.
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Algorithme du gradient conjugué

k=0,x¢eC"e>0,
ro = b — Axg, p1 = rp,

tant que |lrg]l2 > &

k=k+1
7= Api
*

S T !
Ve = TR
Xp = X1+ Vi pr
Yp = Fp—1 — Vil

_ _nun

M1 = ko1

P+l = ¥i + Mk Pk
fin

A chaque itération k, on effectue
» un produit matrice x vecteur (4py),
» 3 produits scalaires,
s 3 somimes,
» 3 produits scalaire x vecteur,
» 2 divisions,

La complexité de chaque itération est dominée par le produit Apy, ce qui donne = 2n°
opérations.

Remarque 11.3. L algorithme du gradient conjugué fait partie des outils actuels
les plus performants, robustes et simples & mettre en ceuvre pour résoudre des
systémes de grande dimension 3 matrice définie positive.

Remarque 11.4. D’un point de vue pratigue, les méthodes de projection dans
des sous-espaces de Krylov présentent une particularité importante. La matrice
A du systéme intervient uniquement par son actton sur des vecteurs. On dit que
A est donnée en €valuation. Contrairement aux meéthodes itératives classiques
qui requiérent la représentation explicite de tous les coefficients de la matrice
A on se contente ici d’utiliser I’information globale donnée par les images 4v
calculées pour différents vecteurs v. On a ainsi un processus de type « boite
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noire » qui calcule I'image Av d’un vecteur v donné en entrée. Cette situation
se rencontre dans la plupart des cas ol A est « définie » par un programme
informatique ou une suite de programmes informatiques qui s’enchainent les
uns i la suite des autres. Tl n’est pas nécessaire alors de calculer et stocker les
différents coefficients de la matrice. Ce mode opératoire rend ces méthodes
bien adaptées aux grands systémes pour lesquels le calcul de I'ensemble des
coefficients de la matrice est souvent rédhibitoire. De plus, lorsque la structure
de la matrice est creuse (voir par exemple le systéme des éléments finis et le
probleme de 1’assimilation des données aux chapitres 16 et 17), ces méthodes
tirent parti de la faible complexité de chaque opération Av (O(r) opérations
pour des matrices bande i la place des O(n?) usuelles).

Remarque 11.5. 11 existe de nombreuses approches pour définir 1’algorithme
du gradient conjugué (veir exercice 11.2). Historiquement, cet algorithme a été
introduit dans les années 1950 c’est-a-dire bien avant que ne soient développées
les méthodes de projection dans les sous-espaces de Krylov.

Remarque 11.6. Dans le cas des grands syst@émes que I’on résout a 1"aide des
méthodes GMRES ou du gradient conjugué, on cherche i préconditionner la
matrice du systéme afin de limiter le nombre d’itérations. Au paragraphe 10.6
nous avons donné des exemples de matrices de préconditionnement tirées des
méthodes itératives classiques. Il existe d’autres approches pour définir des
matrices de préconditionnement. On peut citer les méthodes de factorisation LU
incompléte ou de Cholesky incompléte lorsque A est défine positive qui sont
utilisées dans le cas de matrices creuses. Nous renvoyons le lecteur intéressé
aux ouvrages plus spécialisés comme par exemple [29].

11.5 ANALYSE D’ERREUR

En arithmétique exacte les méthodes de projection que nous avons étudiées aboutissent
en au plus » itérations. En ce sens. on ne peunt pas les qualifier de méthodes itératives
puisqu’elles calculent la solution en un nombre fini d’étapes. Cependant, lorsqu’on
les utilise pour résoudre de grands systémes, le nombre d’itérations que I'on effectue
est dans la plupart des cas bien inférieur a la dimension du problkme. C’est cet usage
particulier qui les fait considérer comme des méthodes itératives.

Nous avons vu que la méthode GMRES minimise la norme du résidu ||b — Axi||2
tandis que la méthode du gradient conjugué minimise la norme de I'erreur ||x — x| 4.
L’analyse des erreurs se fonde sur ces propriétés d optimalité.
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11.5.1 Analyse des erreurs de la méthode du gradient conjugué

Notons e; = x — x; U'erreur & 1'itération & et Py 1’espace des polyndmes de degré < k.
La propriété d’optimalité du gradient conjugué (proposition 11.6) conduit au résultat
suivant :

Proposition 11.13 Ona
e = min Adeglia,
lexlla = min fig(A)eo] s
ot Q est 'ensemble des polynémes q de degré < k tels que g(0) = 1.
Démonstration. D’aprés la proposition 11.6, x; est solution du probleme

min iz — x|/ 4.
zE€x0+Ky IF HA

Tout z € xo+X1(A, rp) estde laforme z = xo+ pr_1(AWrp, 0u pp | € Pry.
Sachantque b = Ax.onaz = xp + pi_1{A)A(x — xp) et donc

X — 2= (I = pr-t{A)ANx — x0) = @i (ANX — Xg),

ol gi{X) = 1 — pp—1(X)X appartient & Py et vérifie g (0) = 1.

Pour majorer la quantité min,c g, ||7(A)eg||4 nous allons utiliser un résultat clas-
sique de la théorie de I’approximation { voir par exemple P.-J. Laurent [23]). Rappelons
que les polyndmes de Chebyshev sont définis par Ti(x) = coskf et x = cos b, k = 0.
Ils vérifient la relation de récurrence Tpio{x) + Ti(x) = 2x Tpy1(x).

Proposition 11.14 Soit [a, b] un intervalle de R et ¢ < a. Alors la solution du pro-

bléme

min max 3
gEPe.qc)=1 tE€[a,b] Iq( )|

est obtenue pour le polynbme
T (14242 )
T (1+257%)

ou Ty est le polyndéme de Chebyshev de degré k. On a

hit) =

. 1
min max_|g(t)| = ————-

GEPLgicy=] (E[a.b] T, (] + 22_()

—4a

Nous en déduisons la majoration de 1’erreur du gradient conjugué :
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Proposition 11.15  Dans la méthode du gradient conjugué la norme de I'erreur
llexll a4 = ||lxe — x||.a vérifie

I
lealls < 2 (YoM IR
veondp(A)y+ 1

Démonstration. Puisque la matrice A est symétrique définie positive, elle
est diagonalisable 1 A = QA Q™ avec Q unitaire, A = diag(A;,...,A,) et
A z...2A,>0.0na

llg(Aeolli = exq(A)y Ag(A)en = egq(QAQ*)* QAQ*q(QAQ™)eq
= ¢; Qq(A) 0" QAQ"Qq(A)Q%eo = Y q(AY Ag(A)y

ol I'on a posé y = Q*¢y. D’autre part,
g(A)* Ag(A) = diag (Jg(A)[* A1, -+ jgAn)|"Ae) -

On a donc

2 __ 12y, A2 2 2
la(elfs = 3 PAla@0l < s g eolls - (1112

car |leg||3 = e Aep = e OAQ"eo = 3_i_, |yi|*A;- D’apres la proposition
11.13,0na
llex)+ = min llg(Adeols.

De I'inégalité (11.12) et de la proposition précédente en prenanta = A,, b =
Ay et ¢ = 0, on déduit que

lleo]|
Tk (1 + 2/\1/\11\,!)

Pour tout ¢ tel que |¢t| > 1, on sait que les polyndmes de Chebyshev 7
satisfont I’égalité

Te(t) = %{(l‘+ V-1 +@+vVE-1)7%

et donc pour ¢t > 1

lleciia <

1 k
Tk(z)>5(t+ tl—l) .

Posons u := A, /(A — A,). Nous obtenons

| k
Tl +2u) > §(1+2,u+ (1+2,u,)2ﬁ1) .
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Par un calcul simple, on vérifie que

1420+ /(04202 -1 =142u+2/p(T+ p)
= (VB VEFT) = (VA +VA) /(G &)

a1
™ +1

A i
a1

Puisque condz(A) = A1/A,, on en déduit le résultat.

La fonction x +— \/2—11 est définie et croissante de [1,+ccf sur [0, 1[. La vitesse de

X+
convergence de Ia méthode du gradient conjugué est d’autant meilleure que cond,(A)
est proche de 1.

11.5.2 Erreur de la méthode GMRES
Notons r, = b — Ax; le résidu associé 4 la méthode GMRES.

Proposition 11.16 L’itérd x, donné par la méthode GMRES vérifie
|7ell2 = min [lg(A)roll2, (11.13)
P o

ot Qi est ensemble des polyndmes q de degré < k tels que g(0) = 1.

Démonstration. On sait que x; est solution du probiéme

min  ||Az — b
zEx (A, )
Tout z € xo + Ky est de 1a forme z = xp + pr_1(A)rg, o pr_1 € Pr_;. On
adonc b — Az = (I, — Ape—1(A)ro = qx(A)b, ol gi(X) = 1 — Xp—1(X)
est un polyndme de P et tel que g (0) = 1.

Lorsque la matrice est diagonalisable, nous en déduisons la majoration suivante
dont 1a démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 11.17 Supposons que A soit diagonalisable et soit A = PAP ' une
décomposition avec A diagonale. Alors

[[7e]l2 < ||roll2 cond2(P) min p(g(A)),
gEQy
oit p(g(A)) est le rayon spectral de q(A) :

plg(A) = \nax lg(a)].
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Contrairement 3 la méthode du gradient conjugué ou la borne d’erreur ne dépend
que du conditionnement de A et de la distance de xp & la solution x, la borne d’erreur
donnée ici pour GMRES dépend aussi de la norme de la matrice de passage P C’est-
a-dire des vecteurs propres de A. Ce dernier terme quantifie d’une certaine fagon la
distance de A a la « normalité ». On rappelle que toute matrice normale (théoréme 1.7)
est diagonalisable dans une base de vecteurs orthonormés et que condy(P) = 1si P
est une matrice unitaire. Lorsque la matrice A n’est pas normale, on constate que cette
borne d’erreur n’est pas optimale contrairement a la borne obtenue pour le gradient
conjugué.

La figure 11.1 illustre la décroissance de I’erreur pour le systéme de Poisson 2D
discrétisé par éléments finis (paragraphe 16.2). La dimension du systeme est €gale a
557. L’échelle logarithmique de I’axe des ordonnées montre une vitesse de conver-
gence linéaire dans les premigres itérations et superlinéaire ! lorsque les itérations
augmentent. .

11.6 NOTES ET REFERENCES

Alexei Nikolaevich Krylov (1863-1945) est surtout connu pour ses travaux en ingénie-
rie navale. C’est dans un article publié en 1931 [20] qu’apparait pour la premiére fois
la notion de sous-espace de Krylov.

La méthode du gradient conjugué a été développée indépendamment et a partir
d’approches différentes par Comelius Lanczos d’une part et par Magnus R. Hestenes
et Eduard Stiefel d’autre part. Dans un article paru en 1952 [17] ils illustrent les poten-
tialités de I’algorithme en faisant état de 1a résolution d’un systéme de 106 équations,
ce qui devait représenter une dimension considérable pour 1'époque. Actuellement,
des systémes de plusieurs millions de variables sont couramment résolus a 1’aide de
cet algorithme. On notera que c’est le méme auteur E, Stiefel qui a laissé son nom aux
matrices définies au paragraphe 8.1.

La méthode du gradient conjugué était concue 4 1’origine comme une méthode de
résolution directe de systémes. Pendant de nombreuses années elle est restée dans
1"oubli en raison de propriétés numériques moins bonnes que celles obtenues par les
méthodes directes classiques. Ce n’est que dans les années 1970 que son intérét pour
la résolution des grands syst&émes a matrice creuse est appartt.

1. On dit que la convergence est superlinéaire lorsque ||€ns1]l2 / lenllz — O lorsque n — oo. Lorsqu’on
a simplement lim sup ||€ns ||2 / ||es]l2 = @ avec 0 < @ < 1 on dit que la convergence est lindaire et
est le taux de convergence linéaire.
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------ ‘ - - — — GMRES “

gradient conjugué

norme de lerre ur
-
[=]
S
—

0 20 40 6Q 80 100 120 14Q 164 180 200
itération

Figure 11.1 Décroissance de la norme de I'erreur ||ex||; en fonction de &

On trouvera dans 1’cuvrage de Saad [29] une étude plus approfondie de la conver-
gence de la méthode du gradient conjugué et de 1a méthode GMRES.

Nous nous sommes limités dans ce chapitre & considérer les deux plus importantes
méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov. A partir des années 1980
et 1990 ont été développées de nombreuses autres variantes de cette grande famille
permettant de traiter des systémes non hermitiens. Parmi celles-ci on peut citer la
méthode de bi-orthogonalisation BiCG (en anglais BiConjugate Gradient) qui utilise
deux espaces de Kryloy, I'un associé 4 A et l’autre & A* : x; € xg + Kip(A4, 1) et
b— Ax; L K (A*, s0) avec sy € C" tel que {ug, so) # 0. Cette méthode fait intervenir
des récurrences « courtes » du méme type que le gradient conjugué.
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EXERCICES

Exercice 11.1 Méthode du gradient & pas optimal

Soient A € R"*" définie positive et b € R". On considére le systéme Ax = b. Notons

glx) = %xTAx - b7 x 1a quadrigue qui lui est associée. Nous avons vu au paragraphe

7.2 que la solution x du systéme est le vecteur qui minimise la fonction g(x}) sur R”.
En effet le gradient de ¢(x) est donné par Vg(x) = Ax — b.
Pour résoudre le systtme Ax = b, on définit une méthode itérative par

Xpyl = xp — pi(Axg — b)

ol p; > 0 est un pas de descente le long du gradient de g. La méthode du gradient a
pas optimal consiste a choisir,  chaque itération £, le pas p; € R solution du probléme

. _. o A _ 2.
ggﬁllx (e — plAxe — D) |2

1. Calculer la valeur du pas optimal p;. Montrer que p; est également solution du
probléme
i — p(Axy — b
ming(xi - p(Ax; — b)),

et que
(Vg (xp), Vg(xe)) = 0.

2. Posons 1, = b — Axy et e = x — x;. Montrer que

s oy {re ric)”
lexstlla = llexlla (1 (Arg, re) (A_'rka”k>) .

Griice 4 I’inégalité de Kantorovitch (exercice 53.3), montrer que

sondy(A) — 1Y°
2é cond- .2'
Jewr s < (SO ) el

En déduire que

k
condz(A) — 1
eilla < | ———
el < (S el
et que la suite (x;) converge vers la solution x du probléeme. Comparer la vitesse
de convergence avec celle obtenue pour le gradient conjugué (proposition 11.15).
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Exercice 11.2
Cet exercice présente 1’algorithme du gradient conjugué comme une généralisation
de la méthode du gradient & pas optimal. Les notations utilisées sont celles de I’exercice
précédent, A ¢ R"*" est définie positive.
On définit une suite de vecteurs (x;) par la récurrence xr1 = xz + gx O g €8t
solution du probléme
min g(x + &)

et G est I’espace vectoriel engendré par les vecteurs Vg (x;),0 <7 < k:
Gr =[Axg— b, Ax; — b,..., Ax; — b].

1. Donner les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du probléme d’op-
timisation précédent. En déduire que (Vg (xi+1), Vg(x;)) = 0, pour tout j =
0,...,k.

2. On suppose que Vg(x;) # 0, pour tout j = 0,...,k. Montrer que G; =
K+1(A,ro) pour tout j = 0,... k. En déduire que (x;) est la suite donnée par
I’algorithme du gradient conjugué.



Chapitre 12

Valeurs propres : sensibilité

Ce chapitre est consacré aux valeurs propres d’une matrice A considérées comme
fonctions des entrées de cette matrice. Ce n’est pas une question facile parce que
la définition des valeurs propres est donnée implicitement : ce sont les racines du
polynéme caractéristique

PA(A) = det(A — ALL).

Les questions que I’on se pose sont liées & leur localisation dans le plan complexe, &
leur continuité et leur dérivabilité. C’est ce que I’on appelle étude de sensibilité.

12.1 LE THEOREME DE GERSHGORIN

Le théoréme qui suit est un résultat de localisation :

Théoréme 12.1 Les valeurs propres d'une matrice A € C"" sont contenues dans
Uunion des disques

Di(A)=A€C : A—au| < laylp, 1 <i <,
I

appelés disques de Gershgorin.

Démonstration. Soit A € C une valeur propre de A. On a Ax = Ax pour
un x & C" tel que
e = miaxix,-l =1
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Soit i tel que |x;| =1.Ona:
Ax,- = (Ax),- = Zﬂijx]'
j=1

de sorte que

A —ai] = (A —a)] = D aya| <D layx] < > layl

JF i J#

Ce théoreme peut étre raffingé de la facon suivante : si un disque de Gershgorin,
disons D;(A), est isolé des n — 1 autres disques, c’est-a-dire si D;(A)ND;(A) =@
pour tout j # i, alors ce disque contient une et une seule valeur propre de A. La
démonstration de cette propriété utilise des résultats d’analyse complexe ; nous ne la
démontrons pas ici.

12.2 LE THEOREME D’ELSNER

Nous allons prouver un résultat de continuité du spectre d”une matrice. Comme ¢’est
un ensemble fini de points, nous devons définir une distance entre de tels ensembles.

Définition 12.2 Soit E un espace métrique, d sa distance et K(E) I’ensemble des
parties compactes et non vides de E. La distance de Hausdor{f sur K(E) est donnée
par

Sh =
pourtout S, T & K(IE) (exercice 12.1).

hd(S, Ty = max (max min d(s, £), max min d{s, t))
T tel ses

Théoréme 12.3  Etant donné deux matrices A et A’ € C"" notons hd(A, A’) la
distance de Hausdorff entre les spectres de A et de A’ ;

hd(A,A"y =max [ max min |A—A'|, max min |A—A|}.
AEspec A A'Espec A’ AfEspec A Acspec A

Ona:

11 1
hd(A A"y < (Al +(1A]l,) A — A5

La démonstration de ce théoréme repose sur 'inégalité suivante :

Lemme 12.4 (Inégalité de Hadamard) Pour toute matrice A € C"*" ona

"
|det A| < [ ] e
i=1
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on les a; sont les vecteurs-colonne de A. Lorsque det A #£ O, il y a égalité si et
seulement si les colonnes de A sont orthogonales deux a deux.

Démonstration. (Inégalité de Hadamard) Notons A = Q R une décomposi-
tion QR de A et r; les colonnes de R. Comme a; = Qr; et que ( est unitaire
ona

Irai| < |lrlly = flaill,

de sorte que, puisque |[det Q| =1,
det A| = |det R| = T rul < T llaxll,.
i i

Lorsque det A # 0, il y a égalité si et seulement si
pour tout / ¢’est-&-dire si R est diagonale. Cette derniére condition revient 3
dire que les colonnes de A = QR sont orthogonales deux a deux.

Remargue 12.1. Pour une matrice réelle, |det A] est le volume du parallélotope
de R” construit sur les vecteurs g;. L'inégalité de Hadamard dit que ce volume
¢st majoré par le produit des longueurs de ces vecteurs et qu’il y a égalité si et
seulement si ce parallélotope est rectangle.

Démonstration. (Théoreme 12.3) A et A’ jouant des roles symétrigues dans
le résultat que I"'on doit prouver, il suffit de le montrer pour

max min |A—A|
A Espec A’ AEspec A

au lieu de hd(A, A”). Supposons que le maximum soit atteint pour la valeur
propre A” de A’. Soit x1,...,x, une base orthonormée de C" telle que
A’x; = Ax; et enfin soit U € U, une matrice unitaire telle que Ue; = x;
ol les ¢; désignent les vecteurs de 1a base canonique de C”. Ona :

max A=A A— A =|det(A — A"L)| =
AJEspecA',\ef?e?ﬂ H| | = Idet( 2l =

[det((A — X" 1,)U)|.

Par I’inégalité de Hadamard, cette derniére quantité vérifie

|det((A — A" 1)U)| < H||((A A”I)U)lurl'[ll(A X' I)Ue ), =

Hll(A N Exell, = 164 = ADx o [T 1A = A" Bl -
il
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On majore alors
(A = Al < JA = Al sl = A — Al
et, en utilisant la proposition 3.6,
1A = A" E)xilly SHA = XDl lxilly = [A — A" Ll <
Al + 47| < [ AL+ 1A',
On a ainsi prouvé I'inégalité

. 11 ' m Yyl
— < [|A — A A .
jex, min A= A" <l o (1AL, + 11A]],)

11 suffit pour conclure de prendre les racines n-iémes des deux membres,

Remargue 12.2. Le théoréme 12.3 montre que I'application « valeur propre »
est holdérienne d’exposant 1/n ce qui est une propriété un peu décevante,
L’ exemple de la matrice n x n

Ae = T

0o 1
£ 0
avec £ > (0, montre que ¢’est un mal nécessaire ! A, est une perturbation de Ag.
Cette derniere a pour valeur propre A = 0 de multiplicité n et A, a pour valeurs
propres A, = e/, 1 < k < n,ob les o, sont les racines n-idmes de 1’unité.
On a ici

A Al = 81" = || A — Aol

12.3 SENSIBILITE VIA LE THEOREME DES FONCTIONS

IMPLICITES

Tout an long de ce paragraphe, nous allons supposer que A € C**" est une matrice
hermitienne, de sorte que ses valeurs propres A;, 1 < < n, sont réelles et qu’il existe
une base orthonormée x; € C", 1 < i < n, de vecteurs propres de A.

Le calcul des éléments propres peut se formuler comme la recherche des zéros du
systéme

(AL, — A)x
F(A,,):C"xR—-C" xR, F(Ax A= l(llx”z_]) ’
2 2
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Lorsque F(A, x, A) = 0 c’est que A est une valeur propre de A et que x est un vecteur
propre unitaire associé a cetie valeur propre.

Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites dans ce contexte pour
prouver I’existence d’une fonction matrice — (vecteur propre, valeur propre) qui soit
définie et C° dans un voisinage de A puis nous calculerons sa dérivée.

Théoréme 12.5 Soir A € C"*" une matrice hermitienne ; supposons que A soit une
valeur propre simple de A €t que x soit un vecleur propre unitaire associé. Alors

1. I existe un voisinage ouvert V, de A dans C**" et une unique application C™
fer méme analytique réelle)

(X’A):VACCRXH__}CHXR

telle que :

a) X(A) =x et A(A) = A,

b) BX(B) = A(B)X(B) et || X(B)|, = 1 pour iout B € Va.
2. Les dérivées de ces fonctions en A vérifient

a) DX(A) : Cxt — C" ef DX(A)A = (AL, — AT Ax,

b) DA(A) : C" S R et DA(A)A = x* Ax.

3. Les normes de ces opérateurs lorsque C"*" est muni de la norme spectrale
sont

a) |DX(AY] = 0AX| 4| < | DX(A)A

—1
» = MaXuespec 4, p#A M - .u'| s

b) | DA = max) i o [DAA)A] = 1.

Remarque 12,3,

1. Quoique nous ayons supposé que A soit hermitienne, les fonctions X et A
sont définies sur un voisinage de A dans C"*” et non pas dans Je sous-espace
des matrices hermitiennes. Autrement dit, nous considérons des perturbations
non hermifiennes d’une matrice hermitienne.

2. L’énoncé 3.b. signifie que le calcul des valeurs propres d’une matrice hermi-
tienne est toujours bien conditionné. On a au premier ordre

|AC4) = AB) <y [|A — Bl
3. L’énoncé 3.a. donne Je conditionnement du calcul des vecteurs propres : un

bon conditionnement correspond a des valeurs propres bien séparées, un
mauvais conditionnement A des valeurs propres proches.
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. Le théoréme 12.5 ne s’étend pas directement au cas non hermitien. En effet,

pour une matrice A € C**" quelconque, le systéme Ax = Ax contient 7 + 1
inconnues et n équations complexes ou bien, en séparant parties réelles et
parties imaginaires, 2n + 2 inconnues et 2n équations réelles. L'équation
normalisante pour le vecteur propre ||x ||§ = | du théoréme 12.5 compte pour
une équation réelle et ne suffit pas 4 lever I’ indétermination. On se tire de ce
mauvais pas en recherchant un vecteur propre dans I’espace affine x + x = :
on est ainsi amené a étudier des problémes perturbés du type

By =puy, (y—x,x)=0.

Cette fois-ci le compte y est : n + 1 équations et n + 1 inconnues complexes.
En termes plus savants, on prend v dans I’espace projectif complexe P, _1(T)

et on utilise la carte locale x + x .

Démonstration. (Théoréme 12.5) La premiére chose a faire est de vérifier
les hypothéses du théoréme des fonctions implicites (théoréme 5.1). Comme
F estune application polynomiale (donc C* et méme analytique réelle) il
suffit de vérifier que sa dérivée en (A, x, A) par rapport aux variables (x, A)
est un isomorphisme de C* x R. Ona: D2aF(A,x, 1) : C" xR — C" x R,

(AL, — A)x + Ax
{(x,x) '

11 suffit de montrer que cette application est injective. $i D2 F(A, x, A)(x, A) =
0 cela signifie que

D2F(A, x, A)E, A) = (

(A, —A)t +Ax =Oetx € xt.
En multipliant cette équation & gauche par x* on obtient
AL — A+ Ax"x = 0.

Comme A est hermitienne et que (A7, — A)x = O on aaussi x* (AL, —A) =0
et don¢ A = 0. Ceci prouve que

(AL, —A)x =0, A=0, % ext.

Notons A;, 1 £ i < n, les valeurs propresde Aetx; € C", 1 <i < n, une
base orthonormée de vecteurs propres de A. Supposons que A = A et que
X = x1. Ainsi x est le sous-espace engendré par les vecteurs xa, . . ., X, et
x €xtséeritx =3 ,ox.0na

0= — Ak = a(d — Ax.

i=2
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Comme les x; sont des vecteurs linéairement indépendants ona o;(A—A;) =
0 pour tout { ; puisque A est une valeur propre simple, ona A — A; # 0, donc
o; = O et par conséquent x = 0. Ainsi D; F(A, x, A) est un isomorphisme,
le théoréme des fonctions implicites s”applique ce qui prouve les assertions
laet1.b.

La dérivée de la fonction implicite en A est donnée par
D(X,AXA) = —DyF(A, x, Ay ' D1 F(A, x,A)

ol Dy F désigne la dérivée de £ par rapport & la variable A et Dy F celle par
rapport au couple (x,A). Soit A € C**". Ona:

D1F(A, x, ADX(A)A, DA(AYA) = — D F(A, x, )A
OU encore, en posant x = DX(A)Act A = DA(A)A,

(AL, — A)i + Ax = Ax,
(x,x) =0.

Notons que
Ker (Af, — A) =Cx

¢t que
Im (A, — A) =x'.

La premiére égalité a lieu parce que A est une valeur propre simple de A et la
seconde parce que x 1 est le sous-espace engendré par les vecteurs propres
X3,...,X,. Tout ceci prouve que (Al, — A)x et Ax sont les projections
orthogonales de Ax sur x* et sur Cx. Ainsi

(Al — At =, Ax,
Ax = ¢, Ax,
xext

de sorte que
i € Ker (AL, — AYh, _
ALy — A)x = Iy 1y, 4y Ax,
A =x"Ax.

donc, par définition de I’inverse généralisé,

% = (AL, — A)tAx.

Ceci prouve la seconde assertion.
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La matrice Al, — A a pour valeurs propres Oet A — A; # 0,2 < i € n.
Puisqu’elle est hermitienne, ses valeurs singuliéres sont [A — A;|,2 < i < n,
et celles de (AL, — A)' sont A— A \_1, 2 < i < n, (théoréme 9.7).
Passons au calcul de 1a norme de I’ opérateur D X(A). Par définition

| DX(A)|| = max ||(AL, — A)TAx],.
{|4]],<1
Lorsque ]|A]|2 < 1, puisque [|x||, = 1, il n’est pas trop difficile de voir que
les vecteurs Ax décrivent la boule unité dans C*. On a donc
DX(A)| = AL, — A, = ||AL, — ], = A— At
DX = max Ay = A)lull, = (|4l = AT, = max]A — &

par le théoreme 3.9.
Pour le calcul de 1a norme de DA(A), notons que :

|IDA(A)|| = max |x*Ax|.
1

2\

Lorsque HA”2 < 1, puisque ||x|, = 1, les scalaires x* Ax décrivent le
disque unité dans C et donc le maximum des modujes est égal 4 1. Ceci
prouve la troisicme assertion et le théoréme.

Remarque 12.4. Dans le cas de perturbations hermitiennes d’une matrice
hermitienne on a le résultat plus précis suivant : soient A, B ¢ C"*" deux
matrices hermitiennes dont les valeurs propres sont A} = ... = A, pour A et
M1 = ... 2 py pour B. Alors

max |4 - il < |4 = Bl

Une démonstration de ce résultat est donnée 4 1’exercice 12.3.

12.4 NOTES ET REFERENCES

La terminologie valeur propre, vecteur propre vient des travaux de Camille Jordan. 11
publie en 1870 son Traité des substitutions et des équations algébrigues sur ce que P’on
appelle aujourd’hui réduction d’endomorphisme. Les anglophones utilisent les termes
eigenvalue et eigenvector de I’allemand Eigenwert dii 2 David Hilbert (1862-1943).

Trois ouvrages sont 4 recommander sur ce sujet : Wilkinson [37], Chatelin [7] et
Stewart-Sun [34].
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EXERCICES

Exercice 12.1

Montrer que la distance de Hausdorft (définition 12.2) est bien définie et vérifie les
axiomes des distances sur I’ensemble K([£) des parties compactes et non vides de E.

Exercice 12.2

Le but de cet exercice est de prouver le théoréme suivant di a E. Fisher (1905) :
soient A € C"*" une matrice hermitienne et A; = ... = A, ses valeurs propres
rangées par ordre décroissant. Alors

A; = max min x*Ax
XeGy, xSy

ol le maximum est pris sur I'ensemble G, ; des sous-espaces vectoriels de dimension
i de C" et le minimum sur ’ensemble Sy des vecteurs de norme 1 dans X (autrement
dit fa sphere unité dans X). Pour x # 0 quelconque, le quotient

x*Ax

x*x

est appelé quotient de Rayleigh. Si x € Sy alors x* Ax est un quotient de Rayleigh.
1. Montrer qu’il existe ¥ € Sy tel que X" AX < x* Ax pour tout x € Sy.
2. On pose A = UDU™ avec U unitaire et D = diag(A;). Montrer que
max min x*Ax = max min y Dy.
XeG,, xC8y Y €Ga,i yESY
3. Calculer minyeg, y*Dylorsque Y =Y, ={y e C* : 3 =0,i+1<k <n}

4. Soit Y € G, ;. Montrer qu’il existe y € Sy tel que y“Dy < A;. Conclure et
donner la valeur de X € &, ; qui réalise le maximum.

5. Quelles expressions plus simples obtient-on pour A; et A,, ?

6. Montrer que A; est une fonction convexe de A et que A, st une fonction concave
de A.

Exercice 12.3
Dans cet exercice nous allons prouver le théoréme suivant (H. Weyl, 1912} : soient
A, B, E € €' trois matrices hermitiennes avec B= A+ E. Notons 4y 2 ... 2 A,
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(resp. 1 2 ... 2 fn, € = ... 2 &,) les valeurs propres de A (resp. B, E) rangées
par ordre décroissant. Alors, pour tout i,

Ai+gp < S A e
1. Montrer qu’il existe un sous-espace X de C" de dimension / tel que
wi < XA+ Ex
pour tout ¥ € X, |[x||, = 1 (utiliser I'exercice 12.2). En déduire que
i <A tep

2. Montrer que A; + &, << y; (crireque A = B — F),

3. Montrer que
max |A; — i} < [|A— Bli,.

4. Montrer que si E est semi-définie positive alors w; = A; pour tout i.



Chapitre 13

Sous-espaces invariants

13.1 SOUS-ESPACES INVARIANTS, SIMPLES,
COMPLEMENTAIRES

Dans I’étude de la diagonalisation d’une matrice A € C"*" les sous-espaces propres
E, = Ker (A — Al,) associés aux valeurs propres A de A ont un rdle essentiel. Une
de leurs propriétés est la suivante

AE, C E,.

I1s sont dits invariants par A. Les sous-espaces invariants d’une matrice A jouent un
role important dans le calcul de ses valeurs propres ainsi que, nous I’avons déja vu,
dans 1'étude des méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov.

Définition 13.1 Un sous-espace vectoriel X < C" est dit invariant par A € C"™*" i
AX C X.

Un autre exemple est fourni par la décomposition de Schur (théoreme 1.12) ou la
décomposition de Jordan (théoréme 1.5) de A. Dans ces deux cas

A=PRpP™!

c’est-a-dire AP = PR, ol R est triangulaire supérieure ; on en déduit que pour tout
k=1...n
APk = PkRk
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avec P, = P(l:n,1:k)et Ry = R(1: k,1: k). L”égalité précédente prouve que
Alm P, CcIm P,

les k premiéres colonnes de P, sans étre obligatoirement des vecteurs propres de A,
engendrent un sous-espace invariant par A.

La définition précédente montre que, si X' est un sous-espace invariant de A, la
restriction de A & X’ est un endomorphisme de X :

Définition 13.2 On appelle valeur propre de A dans X les valeurs propres de cette
restriction et on note leur ensemble

spec (A, X) = spec (A | ).
On note enfin P4_x(A) le polyndme caractéristique de A | 5 .

It est clair que toute valeur propre de A |, est aussi une valeur propre de A. Aussi
le polyndme P4 x(A) divise le polyndme caractéristique Pa(A) de A mais les multi-
plicités d’une valeur propre dans P4 x(A) et dans P4(A) ne sont pas nécessairement
identiques.

Définition 13.3 On dit qu’un sous-espace invariant X de A est simple lorsque les
multiplicités des valeurs propres de A |, sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes de A.

A titre d’exemple considérons la matrice de Householder H,, avec w € C7, ||lwlj, =
1 (définition 8.6). Elle ne posséde que deux sous-espaces invariants simples en dehors
de {0} et C" : ce sont Cw et wt. Ils correspondent aux valeurs propres —1 de
multiplicité I et 1 de multiplicité n — 1.

Un sous-espace invariant simple est caractérisé par ses valeurs propres :

Théoréme 13.4 Soit X un sous-espace invariant simple de A. Alors
X = Ker Py x(A).

De plus, il existe un unique sous-espace invariant simple Y de A qui soit aussi un
supplémentaire de X. On I’appelle le sous-espace invariant complémentaire de X.

Démaonstration, Supposons que

q
Pay = [Jd — v

i=1
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ou les valeurs propres A; sont deux a deux distinctes et o les m; sont leurs
multiplicités (donc m +. .. +m, = n) et que

P
Pax(V) = [Ja — oy

i=!

ol les A;, ¥ < i < p, sont les valeurs propres de A | ... Nous allons utiliser
la décomposijtion en sous-espaces caractérisques (théoréme 1.4) :

C* = E4 @@Eq ob E; = Ker (4T, — AYY et dim E; = m;.

Six € X ona Py x(A)x = 0 parle théoreme de Cayley-Hamilton (théo-
reme 1.2) d’on

r
X CKer [l ~ A" =E, 0. QE,.
i=1
Comme dim &X' = m +...4+m, (le degré du polyndme caractéristique P4 x)
on a égalité :
P
X = Ker H()""r" — Ay,
i=1

L unique sous-espace invariant simple ) de A qui soit aussi un supplémen-
taire de &' est égal 3

q
Y = Ker H (LT, — AY™.

i=p+1

Le théoréme précédent admet la réciproque sujvante :

Théoréme 13.5 Soit SU T = spec A une partition du spectre de A(SNT = @). 1l
existe une unique décomposition en sous-espaces invariants de A qui soient simples
et complémentaires :

C=xs)y

avec § = spec (A, X) et T = spec (A, ).

Démonstration. L'unicité est une conséquence du théoréme 13.4. Pour
I’existence on prend

X =Ker [Jad, — Ay etV =Ker [0l — A"

A S reT
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Remarquons que ces sous-espaces sont invariants par A. Notons

P = [ = et By = [T ="

xES NET

Ce sont des polyndmes premiers entre-eux donc, par le théoreme de Bézout,
il existe des polyndmes Q1(A) et 2(A) tels que

QM P(A) + Q2(A) P (1) = 1.
Les polyndmes matriciels correspondants vérifient donc
Q1(A)P1(A) + Q2(A) P2(A) = I
On en déduit que
X NY = Ker P;(A) NKer P,(A) = {0}.
Pour prouver que C* = X & Y on utilise la décomposition
x = Qi(APi(A)x + Q2(A) Pa(A)x

et le fait que Q1(A)Pi(A)x € YV et que Q2(A)P2(A)x € A En effet, les
polyndmes matriciels en une méme matrice tels que Pi(A), Po(A) et Q1(A)
commutent entre eux de sorte que

P(AN Q1 (A P1(A)x) = Qi(A)YPI(A) P A)x;

comme Pi(A)P2(A) = [ cpec a(Mi — A)" est un multiple du polyndme
caractéristique Py(A) = [}, cqpec 4t — Y™ (m; < n est la multiplicité
de la valeur propre A;) on a Pi(A)P>(A)x = 0 par le théoréme de Cayley-
Hamilton (théoréme 1.2). On remarque enfin que les spectres de A dans X
et Y sont égaux a § et T qui sont deux ensembles d’intersection vide. C'est
pourquoi X et Y sont simples.

13.2 FORME REDUITE

Soit X’ un sous-espace invariant de dimension & de A et soit X € C*** une matrice
dont les & vecteurs-colonne constituent une base de X. Notons X = (x1...x).
Puisque Ax; € X, ce vecteur s’écrit de fagon unique sous la forme d’une combi-
naison linéaire des vecteurs x;, j = 1...k. On a donc Ax; = X/; pour un vecteur
unique ; € C* et AX = XL ennotant L = (/; ... J;). La matrice L est la matrice de
I’endomorphisme A |, dans la base x;, j = 1...k. Nous venons de prouver que
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Proposition 13.6 Pour toute matrice X € C*** dont les vecteurs-colonne constituent
une base de X, il existe une unigue matrice L € CE*k telle que

AX =XL.

De plus
spec (A, X) = spec (L).

Soit X € St,; une matrice dont les vecteurs-colonne constituent une base orthonor-
mée de X et soit 7. € C*** telle que AX = X L. Complétons les vecteurs-colonne de
X en une base orthonormée de C" : on obtient ainsi une matrice unitaire (X ¥) € U,.
Dans cette base 1a matrice A s”écrit sous forme d’une matrice triangulaire supérieure
par blocs :

Proposition 13.7 Soit X € St,; de rang k telle que AX = XL. Pour toute matrice
Y € T telle que (X Y) € C%" soit unitaire, on a la forme réduite

(XY AXY)= ( g Ig ) (13.1)

avec L = X*AX, H = X*AY et L = Y*AY.

Démonstration. On a A(XY) = (AX AY) = (XL AY). En multipliant &

gauche par et en observant que X*X = J; et ¥ X = 0 on obtient

Y*
1a forme annoncée.

Remarque 13.1. Puisque (X Y') est une matrice unitaire, I’espace )’ engendré
par les colonnes de ¥ est égal 3 1. Ce n’est pas nécessairement un sous-

espace invariant de A sauf si cette matrice est hermitienne. Dans ce cas H =0,

(XY)AXY)= (g g)etAImYCImY.

Lorsque X est un sons-espace invariant simple. un changement de base va nous
permettre de décomposer A sous-forme d’une matrice diagonale par blocs. Cette
construction utilise I'équation de Sylvester que nous étudions ci-dessous.

13.3 EQUATION DE SYLVESTER

Définition 13.8 Soient A € C™*", B ¢ C"*™ o1 C € U"*™. L’équation matricielle

AQ—-—0B=C (13.2)
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ot Q € T est appelée équation de Sylvester.

Cette équation fait apparaitre I’ opérateur linéaire

§:Cm e S(Q) = AQ — QB.

Nous souhaitons savoir si P’équation de Sylvester S(Q) = C admet une solution
unigue ou, en d’autres termes, si 'opérateur & est inversible. On ale théoréme suivant :

Théoréme 13.9 L’opérateur de Sylvester S est inversible si et seulement si

spec A Mspec B = &,

Démonstration. Considérons A une valeur propre de A etx € C*, x # 0,
un vecteur propre associé. De méme, soit & une valeur propre de B et soit
y e C" vy #£0,tel que y*B = py™ (¥ est un vecteur proptre de B* associé
& la valeur propre @). La matrice Q = xy* € C"*" vérifie Q #0etl’'on a

AQ — QB = Axy* —xy"B = (A~ wixy".

Si spec ANspec B # @ etsil’on prend A = x dans cette intersection, alors
la matrice Q = xy* correspondante est un élément non nul du noyau de &
qui n’est donc pas inversible.

Réciproquement, supposons que spec A N spec B = &. On va montrer que
pour toute matrice C I’équation S{Q) = C posséde une solution et donc &
sera inversible. Considérons une décomposition de Schur de B (théoréme
1.12) : B = VT V*. En multipliant & droite le systeme S(Q) = C parla
matrice V on obtient

A(QV) —(QV)T = CV.
Posons P = QV et D — CV. Il 8 agit de résoudre le systéme
AP - PT =D, (13.3)
ob 7 est une matrice triangulaire supérieure. Notons p; (respectivement d;)
les colonnes de P (respectivement de D) et ; les coefficients de T. La
premiére colonne de ce systéme est égale &
Apy —tupr = di

et t11, élément de la diagonale de 7', est une valeur propre de B. Lhypotheése
implique que A — #1; 1, estinversible et donc p; est bien défini.
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Supposons avoir déterminé les colonnes py,..., pr—) de P. La k—iéme
colonne de I’équation 3.3 est

k
Apy — Ztikpi =d;

i=1

k=1

(A—twd)pe — > tnpi +di.

i=1
Comme f;, € spec B la matrice A — #i, est inversible ce qui prouve
I’existence (et I'unicité) de p,.

Corollaire 13.10 Quelles que soient les mairices A € C**" ef B € C™*™, les valeurs
propres de I’opérateur de Sylvester S sont A — p oit A € spec A ef u € spec B.

Démonstration. Dans la premiére partie de 1a démonstration du théoréme
précédent on a montré que A — p 00 A € spec A et u € spec B est une
valeur propre S.

Réciproquement, soient @ # Oet o € C tels que SQ = ¢ @. On a donc
(A —ol,)Q — QB =0 c’est-a-dire que le noyau de ce demier opérateur de
Sylvester n’est pas réduit 2 0. Le théoréme montre que cela n’est possible
que s’il existe A € spec A et p € spec B tels que A — o = u. Ceci prouve
que o = A —pu.

Remarque 13.2.

1. La démonstration du théoréme précédent donne un procédé de construction
de 1a solution @ de I’équation de Sylvester :

a) On calcule une décomposition de Schur de B.
b) On résout les systémes linéaires

k—1
(A—tul)pe =D tupi +di, k=1,...,m.

i=1

Ce procédé est numériquement coiiteux : chaque résolution nécessite O(n*)
opérations arithmétiques.

2. Une méthode plus performante est celle de Bartels et Stewart.

1. Méthode publiée en 1972 dans Communications of the ACM.
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a) On décompose aussi la matrice A dans la forme de Schur: A = USU*
avec § triangulaire supérieure,

b) En multipliant & gauche 1’équation (13.3) par U™ on obtient
SR - RT =D,

OWR=U*QV,et D =U*CV,
¢) Comme dans 1a démonstration précédente les colonnes r; de R sont obte-
nues en résolvant les systemes

k—1
(S — tkkl,,,)rk = Ztikrj +Jk, k= 1, ce,m,

i—1
dont les matrices sont triangulaires supérieures ; chaque résolution ne néces-

site que O(n?) opérations arithmétiques.

Remarque 13.3. L' équation de Lvapunov
AQ+ QA" =D

est une forme particuliere d’équation de Sylvester. Elle est utilisée en théorie
du contrdle et permet de caractériser la stabilité de tels systémes. Le théoréme
précédent permet de montrer que, si la matrice A est stable (c’est-a-dire si
R(A) < 0 pour toute valeur propre A de A), il existe une solution unique de
cette équation (exercice 13.4).

13.4 DIAGONALISATION PAR BLOCS D'UNE MATRICE

Théoréme 13.11 Soit X| un sous-espace invariant simple de A et soit X| € St une
matrice dont les vecteurs-colonne constituent une base orthonormée de X1, Complé-
tons X en une matrice unitaire (X1 Y2) € U, et considérons la forme réduite

(X1 V2)'AX 1 Y2) = ( l(,)] fz )

Soit Q la solution de 'équation de Sylvester L1 Q — QL, = —H et soient

X2 = Y2+X1Q
Yl :Xl — YZQ*.

Sous ces hypothéses
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1. (X1 X3) est inversible ef (X, X3) ! = (Y, Y2)*,

L 0
2 (X X A(Y V) ( 0‘ L, )

3. Xy = Im X est le sous-espace invariant complémentaire de X).

. . . I
Démonstration. Pour toute matrice Q € C**®*~% ja matrice ( (;‘ IQ )
n-—k

est inversible d’inverse b —Q et
0 Iyk

[k —Q L] H Ik Q . L1 L1QWQL2+H 3

0 I 0 L 0 IL_: - 0 Ly y
Puisque & est un sous-espace invariant simple, on aspec L Mspec Ly = &
et donc, d’aprés le théoréme 13.9, I’équation de Sylvester L, Q — QL; =

—H admet une solution unique ¢. On obtient X, et ¥; en considérant
respectivement les produits

(X1 ¥2) ( g ffk )

(6 25) GF)
0 I Y;

ce qui prouve I’égalité 2. On a A} @ A; = C” parce que la matrice (X X»)
est inversible et AX, C Aj parce que AX; = X»L;. Enfin, &) est un sous-
espace simple parce que les spectres de A [, etde A |, égaux aux spectres
de L, et L3, sont disjoints.

et

Corollaire 13.12  Avec les hypothéses et les notations du théoréme 13.11, Xj- et X"
sont deux sous-espaces invariants complémentaires de A*.

La démonstration est laissée en exercice au lecteur.
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EXERCICES

Exercice 13.1
Déterminer les sous-espaces invariants d’une rotation de Givens. Quels sont ceux
qui sont simples ?

Exercice 13.2
Démontrer le corollaire 13.12.

Exercice 13.3
Soient A € C"*" B € C"*™ et C € C"*™. On considere 1'équation de Sylvester

AQ - QB =C.

On suppose que spec A M spec B = &. Donner I'expression de la solution O de cette
équation lorsque 1'on suppose que A = diag(Ay, ..., A, et B = diag{gy, . .., ). En
déduire I’expression de Q lorsque A et B sont diagonalisables : A = Mdiag(;)M !
et B = Ndiag(u; )N 1.

Exercice 13.4
Soient A, D, Q € C"**. On considere I’équation de Lyapunov

AQ+QA* =D

et 1’on suppose que A est stable c’est-2-dire que f(A) < 0 pour toute valeur propre A
de A.

1. Montrer que cette équation admet une solution unique Q.

2. Montrer que ’intégrale

f exp(tA) D exp(tA*) d1
0

est convergente et qu’elle est égale & — Q.
3. Montrer que si D est hermitienne alors Q I'est aussi.

4. Montrer que si —D est semi-définie positive (resp. définie positive), alors Q 1’est
aussi.
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5. En utilisant Iexercice 13.3 donner I'expression de Q lorsque A est diagonale. Si
de plus D = (d;;), avec d;; = 1 pour tout £, j, montrer que Q est une matrice de
Cauchy (exercice 7.3).

6. On considere la matrice H € C¥* 2
A* 0
H - ( vo ) |
a) Montrer qu’il existe ¥, Z, A & C"*" avec Y inversible et spec (A) =

spec (A¥) telles que
Y Y
i(z)-(2)

b) Montrerque Q = Z ¥ .
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Le calcul des valeurs propres

Puisque les valeurs propres d’une matrice sont les racines du polyndme caractéristique,
on doit s"attendre & ce que le calcul des valeurs propres soit aussi compliqué que la
recherche des racines d’un polynéme. Ces deux problémes sont méme équivalents
puisque tout polyndome est le polyndme caractéristique de sa matrice compagnon (voir
I’exercice 1.7). Pourtant, la recherche des valeurs propres ne se fait pas par le biats des
zéros des polyndmes. On préfere une approche plus géométrique comme nous allons
le voir.

14.1 LA METHODE DE LA PUISSANCE

Le principe de la méthode de la puissance est contenu dans 1"observation suivante :
soient A € C"*" et z € C, z # 0. En général, la suite des droites vectorielles de
direction A*z converge vers la direction propre associée a la valeur propre de plus
grand module. Commengons par préciser ce que 1'on entend par « une suite de droites
converge ».

Définition 14.1 Eiant donnés u,v € C*, u et v # 0, posons
; P

= ),
d = _—— %
ol 0 = T T,

Proposition 14.2 Quels que soient u,v € C L uetv #0, B c C aet f#0
ona:
1
dP(u: U) = dP(au: v) = dP(uv Bv)a
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e (1 (u,0)? )
P, - - T 2. 3 5
l2eli3 1113

3. dp est unitairement invariante : dp{Qu, QvY = dp(u, v) pour toute transforma-
tion unitaire Q € U,

4. dp, est une distance sur I'ensemble des droites vectorielles de C" {leur ensemble
est noté P, _1(C) et s’ appelle Iespace projectif complexe associé a C".)

Remarque 14.1.

1. On définit de la méme maniére une distance sur 'ensemble des droites
vectorielles de R”. Dans ce contexte, la distance dp(u, v) est le sinus de
T"angle fait par les droites Ru et Rv.

2. dp(u,v) < 1 et = 1 pour des vecteurs u et v orthogonaux.

Démonstration. Le minimum qui définit dp est atteint lorsque Av est la
projection orthogonale de u sur la droite Cv. On a donc (# — Av,v) = 0
d’olt

Ainsi

|« - ] 2\
U — v
dp(ie, vy = | O = (1 |(u,v)|) .

- 2 2
[ee|l5 Y| v I3

La premi¢re propriété en découle, I’invariance unitaire aussi. Prouvons que
c’est une distance. La symétrie (dp(u, v) = dp(v,u)) est immédiate ainsi
que dp(u, 1) = 0. Sidp(u,v) = 0, c’est que u est sa propre projection sur
la droite Cwv. Ceci prouve 'égalité Cu — Cuv. L’inégalité du triangle est
délicate & démontrer. Nous ne le ferons pas ici (exercice 14.3).

Revenons 4 la méthode de la puissance. Elle est donnée par ['algorithme suivant :
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Méthode de la puissance

Entrée:z e C", 7 #£0

. z
0= T
izl
pourk=1:...
Az
= g
||AZk—1||2
Iy =z Az
fin

Théaréme 14.3 Supposons gue les valeurs propres de A ¢ C"*" vérifient
A > (A2l 2 002 A
Soit x1 un vecteur propre de A associé a Ay. Il existe un ensemble vuvert et dense
U C C" tel que, pour tout z < U,
1. Les suites (z;) et {{) définies ci-dessus sont bien définies,
2 111’“1.——»00 dp(Zk,.X]) = O;
3. ]imkgoo fk = )‘1-

Démonstration. Afin d’établir les propriéiés de ces suites rous allons utili-
ser la décomposition de Jordan de A :

A=PJP}

ou J = diag(Jy, ..., Jp) est une matrice diagonale par blocs constituée de
blocs de Jordan : J; = A, 1, € C"*" ou J; = A,y + N, (notations du
théoréme 1.5) et o 12y + ... + n, = n. Notons que cette écriture suppose
que les valeurs propres suivantes sont égales

/\n1+...+n1_1+l = .. = Au|+...+nl_l+njg
i = 2,...,p. Comme A, est une valeur propre simple on peut supposer
que le premier bloc de Jordan est J; = (4,) € C'*), Notons x;,. .., x, les

colonnes de P, Ces vecteurs constituent une base de C*. Définissons
U={ax +..  .+a,x, : a) %0},

c’est un ouvert dense de C". Soitz €U, z = ayx; + ...+ @,x,.Ona

Az =a A+ aAfx, £0
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parce que «; et A; # 0. Nous allons voir que
Akz
= T
A%z,

C’est vrai pour k = Oetsi Pégalité alieu & "ordre ko a :

z 4 iZk HAkzz‘lz < ik“ 4
B+l = = = .
Az A+ Akl
I k”z HA HAkZZ”z ‘2 | HZ

Nous allors montrer que
AkZ = /)U;c (a1x1 + ek)
avec limy .o, ¢; = 0. On pourra alors en déduire que

dp(zg, %) = dp(Arz,x1) = dp(xi + e /ey, x) =
2\ }
(] _ lnre/en ) ) o
l|x1 + ex /ey |3 |||

(Atz)*  AFz _(E)k ayxf +ef (_)LL)k arx + e
A%zl A%zl \JAdd) e +ecl, llarxy + el

et que z; Azp =

[

_ (@xy +ef) Az + ) _, @Al ) Y
) 7 =
lJorix) + ekl [EER

ce qui établit le théoréme. Afin de donner I’expression de A*z notons que

ay
z=2F
ay
et que
A* = pdiag(Jfyp~!
de sorte que

Ayt ity 41

P
k k
Az = E (-xn1+.,.+n,-_1+1; .- :xn1+..‘+ni)-][

i=1
(2 S/ P
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ol n; est la taille du bloc J;. Nous avons vu que n; = 1 de sorte que

Xyt 1+1

P
k k k .
Az = Alai-xl + E (Xn|+...+n!_1+l1 s :x!!1+.,.+l’!;)‘]} : =
i=2

Oyt tn;
k
Ajlax) +eg).
De plus, Ji"‘ = Aﬁ{ I, ou bien, dans le cas nilpotent,
A 1 ¢
JE = =
1
Ap,
ko Ry yk—1 Ry ako2 kN yk—ni+l
RO R P A P
i G (T

X (G
n;

lorsque k& > n. Comme |A;| > {A;| pourtouti 2 2,ona

. kN AL
lim =0
k—oo \ )\1
pour tout /# < n de sorte que

Cp v 41

P Jk
lim ¢, = lim (x - : =0
1 k= 1l UIE SR NEREE PN TR ST hers : -
k—o0 k—oa £ > Al
1=

By 4o+

Ceci prouve notre assertion et le théoréme.

Remargque 14.2.

1. Nous disons qu’une propriété P(a), qui est vraie ou non suivant la valeur
du parametre a € C?, a lieu de facon générigue lorsque I’ensemble des
a &€ C” pour lesquels la propriété P(a) est vraie contient un ensemble ouvert
et dense de CP.
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2. D’hypothése du théoréme n’est pas vraiment restrictive. On peut montrer

qu'une matrice A € C*** a des valeurs propres de modules distincts de
facon générigue. De plus, un vecteur z € C" a de fagon générigue des
coordonnées non nulles dans une base donnée.

. Le calcul précédent montre que, lorsque A est diagonalisable (c’est-a-dire

lorsque les blocs de Jordan sontt tous de type A, I,,) on a

A

At

pour une constante C > 0 convenable. La convergence de la suite (z;) est
dornc linéaire, et la vitesse de convergence donnée par le quotient |A2/A;| <
1. Dans le cas général, cette inégalité n’a lieu qu’asymptotiquement.

4. Lorsque la matrice A a des valeurs propres de modules distincts, on peut

montrer gue la méthode de la puissance converge quel que soit le point initial
z € C", £ # 0, vers 'une des directions propres de A (exercice 14.2).

. Il faut noter que cet algorithme n’utilise que des produits matrice-vecteur.

On n”a donc pas besoin de stocker la matrice A.

. La direction propre et la valeur propre de plus petit module peuvent étre

obtenues, lorsque A est inversible, par la méthode de la puissance inverse.
Celle-ci est définie par I’itération

A7z

AT el

Les valeurs propres de A~! sont les inverses des valeurs propres de A et ces
deux matrices se diagonalisent dans la méme base de vecteurs propres.

La figure 14.1 illustre la convergence de la suite (zz) dans le cas d’une matrice
symétrique 3 x 3. Les points sont sur la sphere unité de R,

14.2 ITERATION DE SOUS-ESPACES

La méthode de la puissance est en défaut pour une matrice A qui posseéde deux
valeurs propres de plus grand module (exercice 14.1). Mais dans un tel cas et sous
des hypothéses raisonnables la suite des plans Pry = APy, ol Py est un plan donné,
« converge » vers le plan P défini par les vecteurs propres associés & ces deux valeurs
propres., C’est pourquoi on étend la méthode de la puissance au cas d’une itération
de sous-espaces. On entend par 14 toute suite définie par Ay = AX; ol Ap est un
sous-espace de dimension p de C*. Cette suite se stabilise-t-clle vers un sous-espace
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Méthode de la puissance

vacteur inital

1. et

054

-1

vecleur preqre doeminari
-0.5

=0.5

o vecteur téré k=6

Figure 14.1 Convergence de la suite ().

de C" 7 En général la réponse est ou ; la suite (X)) converge vers le « sous-espace
invariant dominant » de dimension p.

Quelle structure de donmrées choisir pour décrire unt sous-espace de dimension
p de "7 Et bien tout simplement une matrice X € T"*? de rang p. Ses
colonnes engendrent un sous-espace de dimension p : le sous-espace image
Im X = {Xu : u € CP}. Untel choix n'est pas unique :

In)
H

Lemme 14.4 Quelles que soient les matricesde rang p: X. YV € TP onalm X =

Im Y siet sendement s'il existe G € Gl telle gie Y = XG.

Démonstration. La condition est suffisante :si Y = XG alors Yv = XGv
pour tout v £ 7 de sorte que Im ¥ < Im X, L'autre inclusion s obtient
via I'égalité X = ¥G~'. La condition est nécessaire : si Im X = Im ¥ les
colonnes de ¥ sont des comnaisons linéaires de celles de X ce qui prouve
I"existence de G € CP*7P telle que ¥ = X G. Si G n’était pas inversible, il
existerait v € ZP. v # O.avec G = 0. On aurait alors dim(Im X G) < p—1
et ¥ ne serait pas de rang p.

A toute matrice Z € C7*F de rang p on peut associer une unique décompositior
Z = QR avec Q € Si,, et R € TP*7 triangulaire supérieure a diagonale positive
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(proposition 8.4) que nous notons O = Z)et R = R(Z). En vertu du lemme
précédent ona :
Im Z =Im Q(Z).

Comme au paragraphe précédent, ol nous avons défini la notion de convergence
d’une suite de droites, nous devons définir maintenant un concept de limite pour des
suites de sous-espaces dans C”.

Définition 145 Notons G, ’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
p contenus dans C". Cet ensemble est appelé « grassmannienne ». Etant donnés
U,V c Gy, posons
. w—v
deU, V)= sup inf u
ueu,u#ﬂvev “u“2

Ce nombre est le supremum du sinus de 1'angle fait par un vecteur 1 € I avec sa
projection orthogonale sur V. Noter que pour p = 1 on retrouve la définition 14.1.

La proposition suivante (difficile) sera prouvée & 'exercice 14.3.
Proposition 14.6

1. dgd,V) = max mi e — vll,
’ vl u#AG veEY ”u“2

2. dgU, V) = |[Ihyo o Ily||, oi Iy désigne la projection orthogonale dans C*
sur le sous-espace X,

3. dg est une distance sur Gyp,
4. dg est unitairement invariante : dg(QU), Q(VY) = doU, V) pour toute matrice
unitaire Q dans C".

Litération de sous-espaces est décrite par 1'algorithme suivant :

Itération de sous-espaces

Entrée : Z € C"*P, derang p

Zo = QZ),
pourk =1:...

Zir = Q(AZ; )
fin

Théoréme 14.7 Soit A € C"*" une matrice diagonalisable dont les valeurs propres
vérifient
Al 2. 2 A > |Apa] 2 .00 2 A
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et soit xy,...,x, une base de vecteurs propres de A (x; associé a A;). Notons X
et Y les sous-espaces de C" engendrés par les vecteurs xy,...,x, pour X et par
Xpils .. Xy polir Y.

Pour toute matrice Z < C**? de rang p et telle que
(Im Z)NY = {0},

la suite (Z,) décrite ci-dessus vérifie les propriétés suivantes :
I. rang Z; = p,
2. limy o d{Ilm Z, Xy = 0.

Démonstration. Nous n’allons prouver ce théoréme (difficile} que lorsque
A est hermitienne. On a alors

A=UDU"
avec b
_ 1
o=(" b,
oll Dy = diag(Ay, ..., Ap) et Dy = diag(Ap+1, .. .. A,). On peut aussi sup-

poser que les vecteurs x; sont orthonormés et que
U=x..xnp=(X7)

avec X = (X ... xp)et Y = (xps ... X, ). Alnsi
1, _ 0
XAU( O)etY—U(Inp>.

On pose aussi
Vi
Q(Z)=ZO=UQOZU( W )
0
avec Vy € CP*P et Wy € C"~P)*P, L hypothse
(im Z)n Y = {0}

qui 8’ écrit aussi
(Im Zo) N (Im ¥) = {0}

Im ( ‘;f;:))ﬁlm ( pr):{o}.

devient donc
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Puisque 1’on a supposé que Z (et donc Qp) est de rang p, cette derniére
identité signifie que V; est inversible (supposons que Vpu = 0. Lhypothése
implique alors Wyu = 0 c’est-a-dire Qpu = 0. Comme rang Oy — pona
u = Qet donc Vp est inversible.)

Nous allons maintenant montrer que rang Z; — p pour tout k. Par construc-
tion Z; = Q(AZ;_) c’est-2-dire que

ZiRy =AZ,

pour une matrice R, € CP*? triangulaire supérieure a diagonale positive.

On notera
Vi
Zy=U ( W, ) =UQO

avec Vi, € CP*? et Wy, € C"~P*? de sorte que
OvRe = D0 1.

Cette égalité implique
ViR = DV

ce qui prouve, par récurrence, que Vi est inversible pour tout £ (D est
elle-m&me inversible) et donc que rang Z; = p pour tout k.

Nous devons maintenant estimer la distance dg{Im Z;, X). En vertu de
I'invariance unitaire de dg (proposition 14.6-4), elle est égale &

de(Im Zy, X) — dg(Im Z4, Tm X) = dg (Im O, Im ( gs )) .

L
Les projections orthogonales sur Im @, et sur (Im ( l(‘)" )) sont don-

nées par les matrices

* 0 0
Hlka—Qka etl_[( ( [p ))J_:(O ]n_p )
Lm

de sorte que, par la proposition 14.6-2,

0 0 .
-|(5 4, ) e

2

dg(ImZk,X): II iOHIka
(%)) |
1m 0
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0O 0 “ {0 0
(0 In—p) Qe Q1 Ok &y (0 I,,_p> ,

quantité que nous allons estimer. L’égalité QxR;y = DQ;_; donne, par
récurrence,

1/2 5
= [WWy 157 = Wil

QiRi... R = DFQy

Vi [ Div
(Wk )Rk-..Rl ( D.IZCWO

de sorte que, puisque V; et D; sont inversibles,

¢'est-a-dire

W, = D"ZCW[)VO_lDl_ka.

Notons que || Vi ]|, < 1 parce que O est une matrice de Stiefel. Ainsi

k
)lp+]

Ap

“Wknz s ||Wo"1f1||z

et notre théoréme est démoniré.

Remarque 14.3.

1. L’hypothése (Im Z) N Y = {0} du théordme 14.7 est satisfaite de fagon
générique suivant le sens donné i ce terme dans la remarque 14.2.

2. Le calcul précédent montre que, dans le cas hermitien,

A
\Mm&mgqil

pour une constante C > O convenable. La convergence de la suite (Im Z;) est
donc linéaire et la vitesse de convergence donnée par le quotient | Ay /Ap| <
1.

3. L’hypothése A diagonalisable n’est pas vraiment nécessaire. Elle nous per-
met ici d’éviter de parler de paire complémentaire de sous-espaces invariants
(les sons-espaces & et YV du théoréme).

4. La démonstration du cas général (A non diagonalisable) utilise le méme
argument que dans le cas hermitien mais est techniquement beaucoup plus
compliquée. Dans ce cas aussi la vitesse de convergence est linéaire et donnée
asymptotiquement par le quotient |Ap,i /Ap| < 1.

5. Lorsque les valeurs propres de A ont des modules distincts, on peut montrer

que I'itération de sous-espaces converge vers un sous-espace invariant quel
que soit le sous-espace initial choisi.
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6. Cet algorithme utilise & chacune de ses étapes

e Un produit de deux matrices n X n et n x p (calcul de AZ;). Le cofit
d’un tel produit est de 2n°p opérations arithmétiques si A est une
matrice pleine.

¢ La décomposition QR d’une matrice n x p. Le cofit de cette décom-
position est < 2np? opérations arithmétiques par les méthodes de
Gram-Schmidt ou de Householder (voir le paragraphe 8.5.3).

7. Litération de sous-espaces consiste en la suite (A* Z) qui est représentée par
la suite de matrices (Q(A*Z)) ot Z = Im Z. La décomposition QR sert ici
4 normaliser les matrices A¥Z qui sans cela auraient des entrées infiniment
grandes ou petites (ou les deux a la fois). Il n’est pas utile d’effectuer cette
normalisation & chaque étape : une fois de temps en femps suffit!

8. Une autre stratégie utilise non pas la décomposition QR pour normaliser la
suite (A* Z) mais la décomposition LU, c’est 1a méthode de Treppen. 1.'al-
gorithme correspondant est le suivant (on note L({Z)A(Z) la décomposition
LU de la matrice Z) :

Meéthode de Treppen

Entrée: Z € C"*P, de rang p
Zy = L(Z),
pourk =1:...
Zy = L{AZi 1)
fin

14.3 LA METHODE QR

Cette méthode permet le calcul de toutes les valeurs propres d’une matrice. Soit
A € C" " etsoit U € U, une matrice unitaire. L'itération QR est donnée par
I’algorithme suivant :
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Itération QR

Entrée: A € C*", U € U,
Ag = U*AU = QoRy,
pourk=0:...

A1 = Re @k = Qi Ris1
fin

On constate que, en général, la suite A; « converge » vers une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale contient les valeurs propres de A rangés par modules
décroissants, e mot converge a éié mis entre guillemets en attendant de lui donner sa
signification précise.

La matrice unitaire U qui sert  initialiser cet algorithme a pour seul but de le
«rendre générique ». On avait pris, de la méme maniére, dans la méthode de la puis-
sance un vecteur initial « au hasard ».

L algorithme QR est A la base de plusieurs méthodes de calcul des valeurs propres,
nous allons le décrypter dans le théoréme qui suit.

Théoréme 14.8 Soit A € C"*" une matrice dont les valeurs propres sont de modules
distincts :
ALl > jAz] > o> A,

Soit A = QR Q" une décomposition de Schur de A (théoréme 1.12) telle que ri; = A;
pour tout i et soit U € U, une matrice unitaire telle que

mUQ:n,1:HNIm Q1 :n,i+1:n) ={0}

pour tout i (pour la notation U(1 : n,1 : i) voir le premier paragraphe du chapitre de
rappels).
Sous ces hypotheses :

1. La suite (Ap) ci-dessus est unitaivement semblable a A,

2. N existe des matrices Ty € U, diagonales et By € C"7" telles que

Ap = anT;;* et B — R.

Remargue 14.4.

1. I’hypothese faite sur U est satisfaite de fagon générique snivant le sens
donné A ce terme dans la remarque 14.2.

2. Lorsque les valeurs propres sont de modules distincts, pour tout U € 1, 1a
suite A; converge (au sens décrit dans le théoréme 14.8) vers une matrice
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triangulaire supérieure unitairement semblable & A. Mais les élément dia-
gonaux de cette matrice ne sont pas nécessairement rangés par modules
décroissants.

. Sil’on note ay ;; les entrées de Ay on a, lorsque £ — oo,

ag;; — 0 st i>j,
Qg ij — /\g si = j’
Iak,ijf — |]"1‘j| si i < _]
Il n’y a donc pas nécessairement convergence de la partie triangulaire supé-

rieure de Ay : les modules de ces entrées convergent mais pas nécessairement
leurs arguments.

. La complexité d’'une étape de calcul est celle d’une décomposition QR

¢’est-a-dire, par exemple, 4n° /3 opérations arithmétiques par la méthode de
Householder.

Démonstration. (Théoréme 14.8) Cette démonstration difficile est partagée
en les cing points svivants.

I. Les matrices A; sont unitairement semblables 4 A : Ag = U AU et
Ak+1 = Pk*APk avec Pk = UQ[}Q; . Qk. En effet Ak+[ = Rka =

Q;:QkRka — QIAka = ...= Q}: . QSA()Q(). . Qk = Pk*APk.
2.0na P,y = Q(AP,). Eneffet
AP, = (UAUYU Qo0 ... Q) =UQuRy G Q... O =

UQoOiR1... O =U00Q1... Qa1 Rir1 = Pri Ry
de sorte que Q(A F) = P,y par unicité dans la décomposition QR.
3. 7 égalité précédente implique

Pori(1:m,1:0) = QAP(l :n,1: 1))

Autrement dit, Py(1 : n,1 : i) est 1a suite décrite an paragraphe précédent
d’itération de sous-espaces associée a A et avec Fo(l : n,1 : i) = U(l :
n,1:i). De I'hypothése faite et du théoréme 14.7 nous déduisons que

klim de(Im Pe(1:n,1:8),Im O(1 : n,1:i)) =0 pourtouti = 1...n.
— 00
4. Un point un peu délicat : les limites précédentes et le fait que les matrices

Py et Q sont unitaires impliquent I’existence d’une svite de matrices T}
unitaires et diagonales telles que

lim Pka = Q
k—00
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Notons Py, (resp. (;) la i—&me colonne de P (resp. de Q). Il revient
au méme de montrer qu’il existe des suites de scalaires (6 ;) telles que
6] = 1 et limg o0 Bes Pry = O pourtouti = 1...n. On prend alors
T, = diag(fy ;). Procédons par récurrence sur i.

Pour i = 1. partons de la limite suivante

kl_i)rgodc(lm P:nl: Dm0 :n1:1)=0
Comme
dg(Im Pe(1:n,1:1).Im Q1 : n.1: 1)) =dp(Pr1, O1)

(voir les définitions 14.1 et 14.5), par la proposition 14.2 on a
klinc}cHPk,la Q=1

I1 existe donc une suvite (0 1)« de scalaires de module 1 tels que
kl_lfgc O 1 Pe, Q1) = 1

(prendre 8y = exp (—i arg (Fy,1. @1)}). On en déduit que

Jim (101 Pe = QI = 10c1 Pl + Q1" = 2R (601 Per, Q1) =

2-2R{0 1P, Q1) — 0

et ainsi
lim Bk,lPk,l = Ql-
k—no

Supposons maintenant avoir prouvé qu’il existe des suites (0 ; k. 1 < f < 1,
de scalaires de module 1, telles que

lim 6 ;P ; =0;, 1<j<i.
k—oo 7 ’
Nous allons utiliser le fait que

Alim de(Im Po(1 :n, 17+ 1), Im Q0 :n,1:i+1)=0.
v OO

Cela signifie que
i+1 i+l
] HZj:laij,j _Zj:IﬁJ‘Qj 5
max[%ln » -0
a; i i+
P ||Zj:[ @5 Pl
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ce qui donne
i+1
min || Pejr = ) B;Q5 — 0.
Bi = X
Ce minimum est atteint en la projection orthogonale de Fy ;. sur I’espace
Im Q(1:n,1:i+1)c’est-a-dire pour

B;={Prin.Qj).

On a donc prouvé que

i+l
kljjgo Priv — Zl {(Prin, Q1) 2, =0.
]:

Multiplions scalairement cette identité par 8, ;P yavec 1 <1 <i. Ona

i+1
Jim (P e, O Pet) - > (Priet; @) (@4, 04 Pet) = 0.

i=1

Comme (Pk![q.l, Bk,JPk,,Q =0Qet que limy_, o, (Qj, Bk,th,I> = (Qj: Q!) , On
obtient
kl_ifgo {Pris1, @) =0

pour tout { < ¢ de sorte que
lim Py — {Priy1, Qin) Givi =0
koo
ce qui est équivalent a
kliﬂgo dp (Pk,m, Qi+1) =0

par la proposition 14.2, On prouve ’existence d’une suite (O i+ de sca-
laires de module 1 telle que

LHm O ivi Privi = Qin
k—oo
par I’argument développé pouri = 1.
5. Conclusion :
A1 = BPAPR = (BT QRO™ (B TOT; = Ti B T

avec
By, = (BT QRQ™(PT,) — R

lorsque £ — oo.
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Remarque 14.5.

1. La démonstration précédente montre que la suvite des sous-espaces
AF(Im Po(1 :n,1:1) = Im Py(1 : n,1 : i) converge vers le sous-espace
Im @(1 :n,1:i)pourtouti, 1 < i < n. Une suite de sous-espaces emboités
F =(F C F... C F)avecdimF; = i est appelé drapeau de C".
Lritération QR peut &tre interprétée comme la méthode des approximations
successives associée 4 I’action de A sur la variété des drapeaux.

2. Un drapeau peut étre décrit 4 I’aide d’une matrice F € GL, en définissant
F; comome le sous-espace engendré par les i premicres colonnes de F ; dans
notre cas, F = Py et F; = Im Pe(l : n.1 : i). La quatritme partic de la
démonstration précédente donne une interprétation en termes matriciels de
la convergence d’une suite de drapeaux.

3. En vertu du théoréme 14.7 la suite Im P (1 : n, 1 : £) converge vers Im Q(1 :
n, | 1 i). Cette convergence est linéaire et sa vitesse est donnée par le quotient
1Air1/Asl. On en déduit que la vitesse de convergence de [’ algorithme QR est
lindaire en max;<; <n—1 |Ase1/A;|. Notons que ce maximum est < 1 puisque
les valeurs propres sont rangées par module décroissant.

14.4 LE CAS DES MATRICES REELLES
Supposons que A soit réelle et que U soit une matrice orthogonale. L’itération

Ao =U*AU = QoRy,
pourk=0:...

Ap1 = R Qr = Cra1 R
fin

ol Ay — O Ry est une décomposition QR avec @y orthogonale et Ry, triangulaire
supérieure réelle ne saurait « révéler » une décomposition de Schur de A : A =
QR Q* avec Q unitaire et R triangulaire supérieure parce que cette décomposition fait
intervenir des matrices complexes dés que A posseéde des valeurs propres complexes
alors que I”algorithme ci-dessus ne calcule que des matrices réelles.

Les propriétés de la méthode de QR réelle sont résumées dans le théoréme suivant
gue nous ne démontrons pas. 1l fait appel a la décomposition de Schur réelle d’une
matrice réelle :

Théoreme 14.9 Soit A € R"™" qui possede des valeurs propres réelles A, € R
1 < k < p, et complexes conjuguées a; +iB; € C, | < j < q, de modules |Ay| et

v/ ae? + B? distincts. Pour toute matrice orthogonale U ¢ O, la suite {Ay) définie par
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Ag=UTAU = QgRy et Aps1 = Ry Qr = Qus1 Riyy ala propriété suivante : il existe
une décomposition de Schur réelle de A (théovéme 1.13)

Ru R12 N R]p
Ry ... Rgp

0TAQ = A
Rpp

telle que les blocs correspondants Ay ;; dans Ay vérifient imy_,o, Agy; = 0sii > f
et que les valeurs propres du bloc diagonal Ay j; convergent vers celles de R;;.

14.5 L'UTILISATION DE LA FORME HESSENBERG

Nous avons déja rencontré les matrices de Hessenberg an paragraphe 8.6 ol nous
avons montré que toute matrice A € C"*” est unijtairement sembiable 3 une matrice
de Hessenberg. L'intérét de ces matrices en ce qui concerne 1'itération QR est que :

¢ Le calcul de 1a décomposition QR d’une matrice de Hessenberg cofite O(n?%)
opérations arithmétiques au lieu de O(n>) pour une matrice pleine,

» Si H est une matrice de Hessenberg et si H = QR alors RQ est aussi de
Hessenberg.

Ceci prouve que la forme Hessenberg est conservée tout au long de V'itération QR
d’ou un gain en complexité et en erreurs d’arrondis.

Démonstration. Pour obtenir la décomposition QR d’une matrice de Hes-
senberg H il suffit de la multiplier 3 gauche par # — | matrices de rotation
de Givens (voir le paragraphe 8.4 pour e cas rée] et ’exercice 8.8 pour Ie
cas complexe) an lien de a{n — 1)/2 pour une matrice pleine (théoréme 8.5).
Ceci justifie Ja complexité en O(n?) opérations arithmétiques dans le cas
Hessenberg. Par exemple, pour une matrice 4 x 4, on a Ie schéma suivant :

X X X X X X X X X X X X
X X X X ¢1,2) 0 x x x G(2,3) 0 x x x
—
0 x x x 0 x x X 0 0 x x
0 0 x x 0 0 x x 0 0 x x
X X X X
o3y | 0 x X x
by
0 0 x x
0 0 0 x
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On obtient ainsi la décomposition QRde H : R = Gy, ... GnaG2H et
Q = G},Gy ... G)_y,. Lamatrice itérée est
RQ = RG,G3,...G,,

n—ln

dont il est facile de voir qu’elle est de Hessenberg.

14.6 LA STRATEGIE DU DECALAGE

14.6.1 Principe général

Partons d’une matrice A mise sous forme Hessenberg A = UHU”. L'itération QR
avec décalage (les franglophones disent QR avec shiff) est donnée par :

Itération QR avec décalage

Entrée : Hy = H € C"*" de Hessenberg
pourk=0:...

Hy — pued, = Qi Ry

Hip = R Qe+ gy
fin

ol les wy sont des scalaires donnés ; I'itération QR décrite précédemment correspond
& pz = 0. Les matrices ainsi définies sont unitairement semblables & H (et donc aussi
a A) puisque :

Heyy = ReOr + pady = OF(OrRi + i 1) O = Q7 Hi O

de sorte que
Hyy = PPHiPoavee P = Qg... Oy

Par un argument identique & celui développé au paragraphe 14.3 on obtient :
HP, = P R + P

ou encore
(H — idn)Pr = P Rin

et donc
P = QUH — w1 P

(avec les notations du paragraphe 8.10). Si la suite des décalages uy ¢st convergente :

lim g = p
k—oo
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et si I’on range les valeurs de H de sorte que
A — | >0 A —

alors, sous des hypothéses convenables, la suite (Hy) converge suivant I¢ sens donné
au théoreme 14.8. La convergence est linéaire en

Ay —
max ‘_*_”__.&E
1<ign—1 |A; —
VI .. N Al — L
On a donc intérét & choisir & de fagon a rendre maxigign—-1 || " 1_:; L qussi petit que
i

possible. Mais comment faire ?

14.6.2 Deécalage simple

Cette stratégie consiste 4 prendre gy = Ay ,, (I’entrée nn de la matrice Hy). Elle est
fondée sur 1’argument suivant : supposons que H soit réelle avec

hu ki .. RBige Rin

hor haa .. B ha,
o . . . :

0 hn—ln—l hn—}n

0 0 e Fon

Le calcul de la décomposition QR de H —h,,, [, via des rotations de Givens va conduire
tout d’abord & une matrice du type

> X
X
X
X

Go2n...G2(H — b, 1) =

=
&
e

0 e

<
<

La dernigre rotation de Givens appliquée au produit précédent

i

Gn—ln = 1
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donne la matrice triangulaire supérieure

X
R=Gp12Ga 20 1-..Gr2(H = hunln) = X
2 2 ab
val+e ‘/“_2,:;'?
— e
0 Ve
et la matrice orthogonale
T T
Q= G12 v Gn—EnflGrT—ln =
0 O £ a
: Vaie  Vaie
En conséquence, la matrice itérée est du type
RO+ hynl, =
—be
0 ... 0 a-+g?

Cette analyse prouve que, s € est petit devant a. le terme Ay 5, ,—1 de la matrice itérée
est d’ordre £ d’ ol une convergence quadratique de ce terme vers 0,

14.6.3 Déflation

I analyse précédente montre que le coefficient A , .1 converge vers 0 trés rapidement.
Lorsque, a I’itération £, le coefficient /i 5,1 est jugé suffisamment petit, on supprime
la n-iéme ligne et la n-itme colonne de la matrice H; et on continue la méthode
QR avec la matrice de Hessenberg réduite H.(1 : n — 1,1 : # — 1} et le décalage
fe n_1n_1. Ainsi de suite jusqu’a obtenir une matrice réduite 1 x 1. On appelle déflation
ce processus de réduction de la dimension du probléme.

La figure suivante montre la norme de la sous-diagonale de la matrice de Hessenberg
H; en fonction de k dans le cas des algorithmes QR simple et QR avec décalage simple
et déflation. On a choisi une matrice de Hessenberg H de taille 100 < 100 a coefficients
aléatoires.
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100 T T T T T
90 b
80 b
= = = = QR simple
< 70 4
P QR avec décalalage
2 simple et déflation
2 e0r E
i=]
p=l
S
o0
& 50F i
3
o
@0
fu]
k] .,
@ 40 bl WYY 1
g “Hare “Rym s
£ U
2 3o .
201 b
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O 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

itérations

Figure 14.2 Norme de la sous-diagonate de H, en fonction de .

14.7 REMARQUES FINALES

La méthode QR est & 1a base de nombreux algorithmes de calcul des valeurs propres
et notre approche ne saurait étre exhaustive. Citons, parmi les points qui n’ont pas ¢té
abordés :

1. La stratégie du double décalage (double shift en franglais). Elle est donnée par
Palgorithme

Itération QR avec double décalage

Entrée : Hy = H € C"*" de Hessenberg
pourk=0:...

Hy — gl = Q1R

Hyp = pipln+ Rii Qi

Hip —popls = Q2xRok

Hi1 = R Q21+ pa iy
fin
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ol w1 & et u2 x sont les valeurs propres de la matrice 2 x 2

hk,nglu—I hk,n—ln
hk,nn—l hk’rm ’
2. L'itération LU. Elie fonctionne comme !’itération QR mais utilise la décompo-

sition LU (définition 6.5) au lieu de la décomposition QR. Elle est donnée par
V’algorithme

Itération LU

Entrée : A € C"*"
pourk =0:...
Ak = LkUk
Ay = ULy
fin

3. Litération de Cholesky. On part d’une matrice A € C*”" définie positive dont
la décomposition de Cholesky (théoréme 7.10) est notée A = L L™, L'itération
de Cholesky est donnée par 1’aigorithme

Itération de Cholesky

Entrée : A € C"*" définie positive
pourk=0:...

Ap = Ly L}

Apet = Ly Ly
fin

ot Ay = Ly L] estla décomposition de Cholesky de Ay.

4, Litération QR pour des matrices hermitiennes. Pour une telle matrice, la forme
Hessenberg est donnée par une matrice tridiagonale hermitienne (théoréme 8.16)
et cette forme est conservée au cours de 1’algorithme (voir I'exercice 14.4), Les
stratégies de décalage utilisent des décalages réels puisque le spectre d’une
matrice hermitienne est réel.

14.8 NOTES ET REFERENCES

La méthode de la puissance pour le calcul de 1a valeur propre dominante d’une matrice
apparait explicitement en 1913 dans une note de C. Miintz aux Comptes Rendus de
I’ Académie des Sciences [26]. Cette méthode connait un regain d’intérét aujourd’hui
puisqu’elle est utilisée par Google pour ses recherches de pages-web.
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La méthode QR est due & Kublanovskaya (1961) [21] et Francis (1961) [11] 4 la
suite de travaux de Rutishauser (1955) [28] sur I’algorithme LR. Nombre d’auteurs ont
apporté leur brigue & 1’édifice qui a conduit aux algorithmes actuels, nous renvoyons
les lecteurs intéressés et courageux au « LAPACK User’s Guide » [1] et au livre de
Stewart [33]. Une version plus récente de I"algorithme LR (itération LU) est présentce
dans [10] et dans un article de synthése [27].
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EXERCICES

Exercice 14.1

Etudier la méthode de 1a puissance lorsque A est la matrice 2 x 2 d’une rotation
plane d’angle 4.

Exercice 14.2
On suppose que les valeurs propres de A € C"*” vérifient :

|A1] > (A2} > .. > |Aa] >0

Montrer gque pour tout z € C7, z # 0, la suite définie par
que p p

Azp_y

z
0= 7+ k= T 1
2|, [Azg_1l;

vérifie :
1. Elle est bien définie,

2. Tl existe un vecteur propre x de A tel gque limyg_, o dp(zy, ¥) = 0.

Exercice 14.3

Le but de cet exercice est d’établir les propriétés principales de la distance dg
(définition 14.5) sur la grassmannienne G,,,. Nous généralisons ici la définition de
cette « distance » en posant

_ . “v — u’“z
dV,Wy= sup inf ——=
vev,u£oweW [l

ol V et W sont des sous-espaces vectoriels de C* qui n’ont pas nécessairement la
méme dimension. Notons I1y la projection orthogonale sur V. Montrer que :

Ld(V,W)= max min o — wl,
vEV vAI wEW Hvllz

2. d(V,W) = [iThyye o Ty|js,

3. d(V, W) = d(W', VY,

4, dV, Wy =dyn VW, Wnynmw)h,
504V, W) £ 1,

?
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. d(¥V, W) = 0 si et seulement si )V C W,
. d(V, W) < 1 si et seulement si Y N W+ = {0},
AV, V) < d(V, Vo) +d(Ve. Vs),

.SV C Vs alors AV, W)Y € V2, Wy et si Wy C W alors d(V, Wh) <
d(vﬂ W[ )5

10. d(V. W, + Wh) < min(d(V, W), d(V, Wa)),

11. Si V1 et V» sont orthogonaux alors d(V; @ Vo, W) < d(V1, W) +d(V2, W) et
d(Vy & V2, W) < V2 max(d(Vi, W), d(Va, W),

12. d(QU), Q(V)) = d(U, V) pour toute malrice unitaire Q dans C",

13. Si dim ¥V = dim W alors d(V. W) = d(W, V) {on ntilisera une transformation
unitaire @ dans C" qui vérifie Q° = id, et QY = W),

14. d(V, W) est une distance sur 'ensemble (z,, des sous-espaces vectoriels de
dimension p de C" .

o0 =1 2N

Exercice 14.4

Soient T € C"*" tridiagonale hermitienne, u € Ret T — uf, = QR la décompo-
sition QR de T — wl,. Montrer que T, = RQ + w1, est tridiagonale hermitienne et
unitairement semblable & T

Exercice 14.5

Soient A une matrice 2 X 2, u une valeur propre de A et A — uf, = QR la
décomposition QR de A — w/>. Calculer explicitement ¢ et R en fonction des entrées

de A et de g et montrer que
a B
RO+ ul, =
A2 (0 ,u)

pour des scalaires « et 8 que 1'on précisera.



Chapitre 15

Méthodes de projection pour le
probleme des valeurs propres

Les méthodes de projection sont également appliquées an calcul des valeunrs et vecteurs
propres de matrices. Elles sont généralement utilisées pour des matrices creuses de
grande taille. On se limite alors a calculer certaines parties du spectre de la matrice et
les vecteurs propres associ€s. Les sous-espaces d’approximation des vecteurs propres
que [’on utilise sont des sous-espaces de Krylov.

15.1 PRINCIPE D’UNE METHODE DE PROJECTION POUR LE
PROBLEME DES VALEURS PROPRES

Soit K un sous-espace vectoriel de C* de dimension k. On veut déterminer un vecteur
x € K, x # 0 et un scalaire A € C vérifiant « au mieux » 1'égalité

Ax = Ax.
On impose pour cela des contraintes d’orthogonalité (conditions de Petrov-Galerkin) :
Ax —Ax L L (15.1)

ol £ est un sous-espace de dimension k. Ce méme principe a déja été utilisé pour
les systémes linéaires (paragraphe 11.1). Nous allons considérer des méthodes de
projection orthogonale pour lesquelles £ = K.

La contrainte d’orthogonalité (15.1) définit un probldme de valeurs propres sur une
matrice « réduite » de taille £ x k. Donnons une forme plus précise aux équations
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(15.1). Considérons une base orthonormée (g1, ..., q) de K et notons Q € Siy; la
matrice ayant les ¢; pour colonnes. Pour tout x € X, nous avons x = (y pour un
unique y & C*.

Théoréme 15.1 Pour toui A € C, vy € C5, vy # 0etx € C" tels que x = Qy, ona
Uéquivalence

Q"AQy=Ay < Ax—Aix L K. {15.2)
Démonstration. Tl suffit d’observer que y = Q*Qy = Q%
puisque 9*Q = I. Nous avons Q*AQy = Ay si et seule-
ment si @*Ax — AQ*x = 0 c’est-d-dire si et seulement si

Ax — Ax € Ker Q* = (Im Q)*.

Le scalaire A et le vecteur x sont appelés valeur ef vecteur de Ritz. La procédure
consistant a calculer des approximations des valeurs propres de A a partir de la matrice
Q* A Q (équation (15.2)) est appelée procédure de Rayleigh-Ritz. Lorsque la matrice
A est hermitienne, O* A Q est appelée guotient de Rayleigh par extension du quotient
de Rayleigh défini par (¢* Aq)/ (g™ g) (voir I'exercice 12.2 sur le théoréme de Fisher).

Notons P = QO le projecteur orthogonal sur Iespace K. Les valeurs et vecteurs
de Ritz sont eux-mémes des valeurs et vecteurs propres associés 4 la matrice PAP
comme le montre la proposition suivante dont la démonstration est laissée au lecteur :

Proposition 15.2 Soient A € C, x € K et v € C* tels que x = Qy. Ona I'éguivalence

QPQ*AQv=Ay < PAPx = Ax.

Le résultat suivant montre que, lorsque XC est un sous-espace invariant de A, la
procédure de Rayleigh-Ritz donne la solution exacte du probléme des valeurs propres.

Proposition 15.3 Si X est un sous-espace invariant de A alors les valeurs et vecteurs
de Ritz sont égaux aux valeurs et vecteurs propres de la restriction de A au sous-espuace

K.
Démonstration. En effet, ’égalité PAPx = Ax avec x € K est équivalente
a4 Ax = Ax puisque Px = xetque PA = A.
Lorsque /C est un sous-espace invariant de A, la matrice réduite 0*A @ est1’unique

matrice H telle que AQ — QH = 0. Dans le cas général, on a le résultat suivant :

Théoréme 15.4 La matrice H = Q* AQ est U'unique solution du probléme

in ||[AQ — OH|>. .
Hg}églxkll Q- QH|F (15.3)
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i Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 9.13.

15.2 METHODE DE PROJECTION SUR DES SOUS-ESPACES DE
KRYLOV

Prenons pour espace de projection un sous-espace de Krylov : K = K (A, v). Nous
allons étudier quelques propriétés liées & ce choix et en particulier le réle du vecteur v.

Nous avons vu au paragraphe 11.2 que ’algorithme d’ Arnoldi permet d’obtenir une
base orthonormée de K, (A, v). On suppose que I’algorithme est défini jusqu’a I*étape
k, c’est-a-dire s, ; # 0 pour tout j < k — 1. Les vecteurs-colonne de la matrice
Q: = (g1-..g1) € St forment une base orthonormée de Xi(A, v) et la matrice
réduite Hy = Q; AQ; est une matrice Hessenberg.

A I'étape k de I’algorithme d’ Arnoldi nous avons
AQk = QuHy + Msrk grerey (15.4)
(voir équation 8.4) et donc, en considérant la colonne &,

Agi = Quhy + hperi qrnrs

ol iy, est la k-iéme colonne de H,. Nous en déduisons que

1AQ: — QuHullz = il Aqe — Quhellz = [hintil- (15.5)

Le résultat suivant compléte le théoréme 15.4 lorsque I’espace d’approximation est un
sous-espace de Krylov.

Proposition 15.5 Ona

o B 2 _ 2 2
x| = G lAQr — QiHIF = min |Age — Qihllz ;1;17% | p(Ayviiz

oit Py, est 'ensemble des polyndmes de degré < k de méme coefficient dominant gue
le polyndme pr_) tel que g = pr_(A)v.

Démonstration. Les équations (15.5) et Hy = Q7 A (; montrent les deux
premigres égalités.

Démonirons la demigre égalité. Puisque Im Q, = K, (A, v), nous ayons,
pour tout b € C*, Qyh = p(Av ot p € Pi_1 (Pu_1 est I'espace des
polynémes de degré < k — ). Par ailleurs 1'égalit¢ ¢, = pr_1(A)v ol
Pr—1 € Pr_1 (voir la démonstration de la proposition 11.3) montre que
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Agr = Apy_ (A = (@ A* + p(A))v en notant « le coefficient dominant du
polyndme pr et p € Pie;. Onadone Ag—Qrh = (@ A"+ p(A)— p(A))v.
La minimisation étant réalisée sur I’ensemble des polyndmes p(A) € Py,
on conclut que

H 2 _ ; k 2
min [|Agx — Qihfly = min [[(aA”+r(A)w]lz

et donc le résultat.

Les propriétés d’invariance du sous-espace de Krylov (A, v) sont liées aux pro-
priétés de v par le résultat suivant

Proposition 15.6 Si v appartient a un sous-espace invariant ¥V de dimension k alors
K:k(A, U) =Y.

Démonstration.

Puisque v appartient au sous-espace invariant V), alors Av, A%v,..., A¥ =1y
appartiennent & V. Donc K (A, v) C V et puisque la dimension de /(i (A, v)
est égale 4 k on dédunit I"égalité des ensembles,

Cette proposition implique en particulier que si le vecteur v est une combinaison
linéaire de k vecteurs propres de A, alors le sous-espace Ki( A, v) est invariant par A et
les valeurs propres de Ia restriction de A 4 (A, v) sont les valeurs propres associées
aux vecteurs propres de la combinaison linéaire.

1l est donc intéressant de prendre un vecteur v « proche » d’une combinaison linéaire
de vecteurs propres générant le sous-espace invariant que I'on souhaite obtenir. En
réalité ces vecteurs propres ne sont pas connus puisqu’il s’agit justement de déterminer
le sous-espace invariant qu’ils générent ! La sélection d’un « bon candidat » v se fait
plutdt en « éliminant » de celui-ci les composantes correspondant aux parties du spectre
que 1’on ne souhaite pas approcher. Les méthodes dites de redémarrage (restarting
methods en anglais) utilisent des techniques de filtrage pour annuler les composantes
indésirables du vecteur v. Ces méthodes sont actuellement parmi les plus performantes
pour calculer des sous-ensembles du spectre et les vecteurs propres correspondants de
matrices de trés grande dimension (n = 10°).

Dans le cas général, si (A, x)est un couple valeur-vecteur de Ritz, ona Hyy = Ay,
avec ¥ # Oetx = Q,y. Le résidu Ax — Ax est donné par

Ax — Ax = (AQk — Qe Hy)Y = hia1 1 G €1 Y-

Le calcul numérique des valeurs propres de la matrice réduite Hy = QF AQ est
obtenu grice aux méthodes classiques felles que la méthode QR présentée au chapitre
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14. L algorithme de Lanczos est utilisé dans le cas particulier o A est hermitienne et
la matrice réduite Ty = Q7 A Oy est alors tridiagonale hermitienne.

Lafigure 15.1 monire I'évolution des valeurs de Ritz d’une matrice A i coefficients
aléatoires de dimension 8. On a utilisé 1"algorithme d’Arnoldi pour le calcul de Q.
Le vecteur v qui définit le sous-espace de Krylov a aussi été choisi aléatoirement.

amension k= 1 dimension k = 2 dmengin k= § dimension k = 4
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Figure 15.1 Convergence des valeurs de Ritz. Les valeurs propres de A sont notés un rond o et
les valeurs de Ritz par une étoile *.

La figure 15.2 montre la convergence des 8 valeurs dominantes de Ritz vers les
valeurs propres dominantes de la matrice de raideur K considérée au paragraphe 16.3.
La matrice Qy est obtenue grice a I’algorithme de Lanczos puisque K est définie
positive. L’abscisse représente la dimension & de I’espace de Krylov Ky (4,v). Le
vecteur v est choisi de maniére aiéatoire et la dimension n de A est égale 4517.
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Figure 15.2 Convergence des 8 valeurs de Ritz dominantes de la matrice de raideur K (n = 517).

15.3 NOTES ET REFERENCES

Le physicien John William Strutt (1842-1919) plus connu sous son titre de Lord
Rayleigh montra en 1899 comment calculer la fréquence fondamentale d’un systéme
vibrant en minimisant la quantité x¥ Ax /x7x. Suivant la méme idée Walther Ritz
(1878-1909) proposa en 1909 une méthode générale pour résoudre un probléme de
minimisation d’une fonctionnelle.

L analyse de la convergence de ces méthodes reste une question délicate et en partie
encore mal comprise. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés de Stewart
[33] et Saad [301.

On trouve dans [3] une présentation des differentes méthodes qui se rattachent a
cette famille ainsi que leurs aspects algorithmiques.

La bibliothe¢que ARPACK [24] fourni des programmes de calcul qui mettent en
ceuvre les méthodes de redémarrage.

Enfin on peut citer la méthode de Jacobi-Davidson qui fait partie des méthodes de
projection bien qu’elle n’utilise pas pour espace de projection des espaces de Krylov
(voir [33]). Cette méthode est aussi congue pour calculer une partie du spectre d’ une
matrice hermitienne ou non-hermitienne de grande taille. I’ espace de projection est
généré par des corrections orthogonales de certains vecteurs de Ritz.
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EXERCICES

Exercice 15.1
Soit Oy & Sty telleque Im Oy = IG(A,v). Soitv e C" v #0,et P, = 0305 le
projecteur orthogonal sur AJg (A, v).

1. Montrer que pour tout j < k on a PRA'v = (P AP v. En déduire que
P p(Ayv = p( P A Pi)v pour tout polyndme de F;.

2. Soit p; le polyndéme caractéristique de la matrice Q;AQ;. Déduire
de la question précédente et du théoréme de Cayley-Hamilton que
Pepi(Av = Qipi(QrAQQfv = 0.

3. Montrer que {py(A)v, u) = 0 pour tout 4 € Ky(A, v). En déduire que (—1)* p;
est solution du probléme

min || p(A)vii3
PEP:

o P est I'espace des polyndmes de degré £ et de coefficient dominant égal a
un,



Chapitre 16

Exemples de systemes linéaires

16.1 LE PROBLEME DE POISSON DISCRETISE PAR
DIFFERENCES FINIES

Considérons le probléme du fiéchissement d’une poutre de longueur unité fixée a ses
deux extrémités et soumise 4 une force transversale de densité f. La déformation
transversale, notée u, satisfait a I'équation de Poisson

—u"(x) = f(x), x €]0, 1] _
{ u(0) =u(l) =0 (16.1)

ol la fonction f est donnée etoliu : [0, 1] — R est deux fois continfiment dérivable.
Les valeurs u(0) = u(1) = 0 aux extrémités de U'intervalle [0, 1] sont fixées.

La solution u de cette équation est unique et donnée par deux quadratures. Elle
s’exprime aussi i 1"aide du noyau de Green G :

1
u(x) = /U G(x. nf(y)dy, (16.2)

olt G(x, v) est défini par

x(l—y)six €y,

G(x?y)z{ y(l _x) Six ;y.
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Nous allons suivre une autre voie pour calculer une approximation de la solution. Pour
cela, nous choisissons la méthode d’approximation par différences finies, certainement
une des plus anciennes et des plus naturelles.

On considere une subdivision de Vintervalle [0, 1] par des points x; équidistants :
x; =1ih,i =0,...,n+1,00h = 1/n+1. Il s’agit de calculer une approximation
de la valeur de la solution u prise aux différents points x;. Notons u; ~ u(x;) cette
approximation. L’ inconnue du probléme est donc le vecteur u = (4, ... u,)" .

Pour poser I’équation discréte, il faut définir une approximation de la dérivée seconde
#” aux points x;. Nous commengcons par définir une approximation de la dérivée u’ :

1 (x) = Su(x) :% (u (x+g) —u (x - g)) .

On Pappelle différence finie centrée. I approximation de la dérivée seconde u'/(x;) est
obtenue en appliquant deux fois la différence finie centrée :

u”(x;) = 8%u(x;) — 6 dulx;) = % (8u (x,- + g) — du (x,— — }21))

1
= L )~ e (1)

(différence finie d’ordre dewc). On obtient 'équation (16.1) discrétisée
1

—ﬁ(uiﬂ —2u;+u; )= fi,pouri =1,... n, (16.3)
avec ug — up1 =0, ¢t f; = f(x;), i = 1,...,n. Laforme matricielle de ce systeme
est .

Afu — f, (16.4)
en notant A* = L A avec
—1
-1 2 -1
Az — , (16.5)
-1 2 -1
-1 2
et f = (fi,.--, fu)7 le vecteur des données. A, est une matrice tridiagonale, symé-

trique définie positive. Ses valeurs propres sont égales a (exercice 1.13)

k
)Lk—2(1+cos(—i)),k=1,...,n. (16.6)
n+1
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16.2 LE PROBLEME DE POISSON SUR UN CARRE DISCRETISE
PAR DIFFERENCES FINIES

Sur le carré Q0 =]0, 1[x]O, 1f de &2, le probleme de Poisson (16.1) devient

{ —Au = f, surQ} 16.7)

u = 0, surla frontiére de (),

ol A est le laplacien en dimension 2 : A = &7, + 9},
De la méme fagon que dans I'exemple précédent, cette équation modélise la défor-
mation d"une plaque mince fixée 4 son bord et soumise & une force tranversable de
-densité f. De nombreux autres phénomeénes physiques sont décrits par cette équation.

On discrétise ce probléme en prenant une subdivision réguli¢re du carré () par des
points (x;, y,) :x; = ih, ¥; = jh, i,j=0,...,n+1, h = 1/(n+1). On note u;;
I’approximation de u(x;, y;). L’ approximation de Au(x;, y;) par différences finies est
donnée par

1
Au(xl-,yj) Az }rz (ul-_,_]j — 2uij +u,;1_,-) + ﬁ (u,’j+] - 2Hjj +u;‘j71)

l

= W (“i+]j tUj Ui f Uy — 4“;;‘) .

Le calcul du laplacien discrétisé au point (x;, ¥;) est obtenu par le schéma en croix
suivant

L équation discrétisée a pour inconnue le vecteur de dimension »’
— T
W= (U, Mg, W12y ey U2y oo Ul oo Hipn)

obtenu en prenant colonne apreés colonne les valeurs du tableau u#;;. De méme, en
notant f;; = f(x:, y;), onale vecteur des données

(A fay Fizgevs Fray ooy oo fun)
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On obtient Ie systéme linéaire

Byu = f,
Ol\lB;,:h—lzBB[
A4 —In
~I, A4 -1,
B = (16.8)
L, A, —I,
-1, A
avec
4 1
1 4 -1
As = N (16.9)
-1 4 1
-1 4

La matrice B est définie positive et posséde une structure tridiagonale par blocs. Les
valeurs propres de B sont données par Ax + A;, ol A, A, sont les valeurs propres de
A» (voir équation (16.6)).

16.3 LE PROBLEME DE POISSON DISCRETISE PAR ELEMENTS
FINIS

Le probleme de Poisson

{ —Au = f,sur

u =0, sur la frontiere de () (16.10

peut également étre discrétisé en utilisant les é/éments finis. Pour cela, il faut considérer
une formulation variationnelle du probléme : on multiplic les deux membres de
Péquation (16.10) par une fonction test v appartenant & un espace V de fonctions
réguliéres qui s’annulent a la frontiere du domaine () et on intégre sur £}. Grce a la
formule de Green et & la propriété des fonctions tests, on obtient

/[<Vu,Vv> dxdy=//fvdxdy, (16.11)
a 7]

pour tout v € V. On montre que ce probléme admet une solution unique ¥ € V qui
est aussi la solution du probleme initial lorsque la fonction f est régulicre.

Pour discrétiser le probleme mis sous forme variationnelle on considére des sous-
espaces V;, de dimension finie, V,, C V, par exemple des espaces de fonctions conti-
nues affines par morceaux. Pour cela on subdivise le domaine £} du plan en triangles,
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chacun des triangles admettant soit une intersection vide avec un autre triangle, soit
un somrmet commun, soit une aréte commune. On parle de maillage de }; chaque
sommet du maillage est appelé naud du maillage. Un exemple de maillage est montré
a la figure 16.1. Sur chaque triangle. les fonctions v de V, sont des fonctions affines
v(x, v) = a + bx + cy ou les coefficients a, b, ¢ sont définis de maniére unique par la
valeur de v aux sommets du triangle. Noter que pour une telle fonction Vv est défini
presque partout sur } et que I'intégrale (16.11) a un sens. Une base de "espace V), est
constituée par les fonctions affines par morceaux ¢; valant 1 au nceud i du maillage
et O aux les autres noeuds. La dimension de cet espace est égale au nombre de neeuds
internes du maillage.

Le probleme variationnel (16.11) est alors formulé dans I’espace de dimension finie
V.. : u et les fonctions test v appartiennent & V,,. En exprimant 1 dans la base {¢;},
u =3 ,_; Cichi, on obtient un systeme linéaire vérifié par les coefficients ¢;

ch//<V¢jaV¢i> d.rdy://fqbidxdy, pouri = 1,..., 1.

(16.12)
La matrice du systeme K = (k;;), ouk;; = [ [, < Ve, V; > dxdy, est appelée
matrice de raideur.

Dans I’exemple suivant le domaine ) est en forme de L couché et f = 1 sur tout le
domaine. La figure 16.1 donne le maillage de €} produit par la fonction initmesh de
Matlab. La figure 16.2 montre la répartition des coefficients non nuls de la matrice
de raideur K obtenue a partir de ce maillage. La matrice K est définie positive et
creuse. On a n = 557 et le nombre de coefficients non nuls de K est égal & 3733.
Chaque sommet du maillage a en moyenne six sommets voisins ce qui donne sept
coefficients non nuls sur chaque ligne (ou colonne) de K. Le produit 557 x 7 = 3899
a une valeur sensiblement plus grande que 3733 du fait que plusieurs sommets de la
triangulation ont moins de six voisins. Les figures 16.3 et 16.4 montrent 1a solution u
respectivement sous forme de courbes de niveaux et de surface ombrée.

Remarque 16.1. On peut aussi discrétiser par ¢1éments finis le probleme de
Poisson en dimension 1 défini sur le segment 0, 1[. Si Y'on prend pour espace
de discrétisation V,, 'espace des fonction continues affines par morceaux et un
maillage constitué de points équidistants avec un pas £ = 1/(n+1), on obtient 1a
base {¢; } des fonctions-chapeau, chaque chapeau ¢; valant 1 au nceud x; = ik
et 0 aux autres nceuds. La matrice de rigidité de ce systéme est gale a %A*_) oil
A est 1a matrice déja considérée pour le probleme discrétisé par différences
finies.
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Figure 16.1 Maillage du domaine (2. Figure 16.2 Matrice de raideur K. Les points

représentent |es entrées non nulles de K.
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Figure 16.3 Solution «. Isocontours espacés de

0.02 en partant de 0 4 la frontiére du domaine (2. Figure 164 Surface ufx. y).

16.4 LA MATRICE DE VANDERMONDE

Cette matrice intervient pour |'évaluation d'un polynome sur un ensemble fini de

points et en interpolation polynomiale.

. —1 : - .. .. . ~
Soit play = Z)}:o c;x’ un polynome de degré inférieur ou égal & # — 1 et

BT v,—.npoints de Z. La matrice de Vandermonde V€ C'*7 associse i ces
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points est définie par :

1oxd x5!
1ox o a!
V= . . . . (16.13)
. n—1
1 ',‘n—l T "'n'fl
On exprime les égalités p(x;) = Z'j:(l) cjxf. i=0..... # — 1. sous la forme du
produit matrice-vecteur
v=Ve. (16.14)
ouv =(plxy)..... p(.l‘,,_l))T ete = (cp...-- cn—1)! sont respectivement le vecteur

des vaieurs du polyndme p aux points x; et le vecteur des coefficients ¢;.
Le déterminant de cefte matrice est égal 4

detV = H(xf- — X))

i

La matrice V est donc inversible si et seulement si les points x; sont distincts.

Le probleme de I'inrerpolation polvnoniiale est le probléme inverse de 1'évaluation :
il s’agit de déterminer le polyndéme p. ¢’est-d-dire ses coefficients ¢;. a partir des
valeurs de p aux points x;. On doit donc résoudre le systeme

Ve=u.

olt le vecteur v = (p(xg). .. .. p(x,-1 )7 est donné. Ce probléme a une solution unigue
si les points x; sont distincts.

Le conditionnement de la matrice de Vandermonde dépend de la répartition des
points x;.

16.5 LA MATRICE DE FOURIER

La matrice de Fourier est une matrice de Vandermonde particuliere. Cette matrice joue
un role important dans le calcul de 1a transformée de Fourier discrete (TFD) d'une
suite finie de nombres complexes.

. . P . . . . . - . . .
Soit w = exp(— ") une racine primitive -iéme de 1'unité. La matrice de Fourier ®
est la matrice de Vandermonde associée au points o°. o', . ... "' Les coefficients

& ;1. de la matrice de Fourier & sont donc définis par

b = YD pour j.k =1..... ".
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Proposition 16.1 La matrice ® € C**" est symétrique et n®~! = .

1

Démonstration. Sachantque w = @™, ona

n n—1 r—1
® A Dl —d(e— -k
(®P) = Z‘ibﬂqbzk = Zm” D Glk=1 szu )
=1 =0 =0

Si J' ?é k, ona ((I)a)jk _ 1— e —8)

Toai —Ocare® =1, sinon ((p@)jj -

I.a TFD représente la forme discréte de la transformée de Fourier. Soit f une
fonction continue périodique de période 1. Les coefficients de Fourier de f sont
donnés par

1
F) :f F(x) exp(—2imjx)dx.
0

I.a discrétisation de cette intégrale par la formule des rectangles donne
L 1=k imjk
B (3) = (555)
k=0
Cette égalité définit au plus n nombres complexes distincts. En effet f}m =

-1 . . r—1 P
1 k 2w +n)k _1 ]f —2imjkN 5
2t () oo (F) i () e (575 -

k=

El:\l résurr}é, notant f; = f(f), et les vecteurs f = (fg,.;.,fn,I)T, f =
(fo,---» fa_1)T, le vecteur des coefficients de Fourier discrets f est obtenu par le
produit
~ 1
=-¢qf.
f=—of

Lorsque n est une puissance de 2, le produit matrice vecteur ® § peut étre réalisé en
O(n log,(n)) multiplications au licu de on?) multiplications normalement requises.
L’algorithme qui réalise cette opération, que nous n’allons pas décrire ici, est appelé
transformée de Fourier rapide (en anglais FFT pour Fast Fourier Transform). Cet
algorithme permet d’accélérer les calculs de la transformée de Fourier discréte et en
particulier peut &tre utilisé pour des vecteurs de trés grande dimension. On I’utilise
dans plusicurs domaines d’application comme par exemple le traitement du signal,
I’approximation d’EDP par des méthodes spectrales etc.
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16.6 SYSTEME LINEAIRE ASSOCIE A LA SPLINE CUBIQUE
D’INTERPOLATION

Considérons un intervalle [a, ] et une subdivision de celui-ci par # points ordonnés
xta<x)<...<x,<b. Associé i cette subdivision, nous définissons I'espace S;
de fonctions ¢ : fa.b] — R par

1. La restriction de toute fonction ¢ € &; a chaque intervalle |x;, x;q[. i —
I,...,n — 1, est un polyndme de degré inférieur ou égal 4 3; sur les inter-
valles extrémes [a,x)[ et ]x,. b], les restrictions sont des polyndmes de degré
inférieur ou égal i 1,

2. Les fonctions o de Sy ont des dérivées continues jusqu’a 1’ordre 2 en chaque
point x;. c’est-a-dire o®(x7) = o®(x}), pour tout k = 0,...,2, eti =
l,....n.

I’espace &; est appelé espace des fonctions splines cubiques naturelles sur I'in-
tervalle [a, b] associé 4 1a subdivision x,, . . ., x,. La dérivée seconde d’ une fonction
o € S; est une fonction continue et affine par morceaux sur [a, b]. La dimension de
S est égale A n (d(n — 1) +4 coefficients pour décrire ces polyndmes et 3n conditions
de raccordement).

Un probléme d’interpolation

Etant données » valeurs y;, i = 1,...,#, on cherche & € S5 solution du probleme
d’interpolation
olx)=y,i=1,...,n

Notons z; la valeur (inconnue) de la dérivée seconde aux points x; : o/ (x;} = z;, i =
1,...,n. Puisque ¢ est un polyndme de degré < 1 dans les intervalles extrémes, la
valeur de Ta dérivée seconde est nulle aux points x; et x, : 27 = z, = 0. Nous allons
déterminer le systeme linéaire vérifié par les z;, i = 2,...,n— 1. Sur chaque intervalle
tx;,x41], i = 1,...,r — 1, nous avons

X — X Xiv1 — X
+z; .
Ax,- ' AA';
en notant Ax; = x;.; — x;. Si 1'on intégre deux fois cette expression et que 1'on

utilise les deux conditions d’interpolation o(x;) = ¥;, (Xi41) = ¥j+1, NOUs obtenons
Pexpression de ¢ dans I'intervalle [x;, x;.] :

a’(x) =z

X — X 3 Xiqg — X 3
o(x) =Zi+l( GAJC) Z,'( ;]AX" ) + Bi(x —x;)+ A;, (16.15)
i X
avec A 5 A Ar A
X} Az Ax
Ar=yi -y, B = b DHTA

6 ' Ay 6
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eten notant Ay; = ¥y — ¥, Az = Zi1 — %
Le systéme linéaire qui permet de calculer les z; (et donc o d’aprés 1a formule (16.15))
est obtenu en imposant Ia continuité de la dérivée premiére en chaque point x; :

o' (x]) = /(7).

En dérivant I’expression (16.15) pour obtenir o’(x]") et en dérivant son analogue sur
Iintervalle [x; _;, x;] pour le calcul de o’(x; ), nous avons, aprés regroupement des
facteurs de z;..1,z; et 241 :

Axi_l Ax,-_l A.?Cf Ax,- Ay,' Ayi—l
f+ +— |z —Zp = —— — ,
6 i1 ( 3 3 Z 6 Zi+1 Ax; Axi_l
pour i = 3,... n — 2. Dufait que z; = z, = 0, nous obtenons pour { = 2

Av Ax) o An o Ay Ay
3 3 2 6 T Axg Axl’
etpouri =n — 1
Adxy_a Axp_r Axn—l _ Ayn—l AYH—Z
6 Zn—2+ ( 3 + 3 In—1= A.xn,1 Axn_z'
La matrice (n — 2) x (n — 2) du systeme est donc donnée par
2Ax1 + ZAXZ Axg
A_xz ZAJCQ + 2Ax3 A.X3

Axn,3 2Axn,3 + 2Axnw2 Axn_g
Ax, > 2Ax, 2 +2Ax, ;4
(16.16)
Cette matrice est tridiagonale et définie positive. Le probléme d’interpolation dans S;
admet une solution unique.

La spline cubique naturelle posséde une propriété remarquable : elle minimise
P"intégrale fab o'(x)? dx sur 'ensemble des fonctions & (suffisamment régulieres) qui
vérifient les conditions d’interpolation o(x;) = y;.

La figure (16.5) montre une fonction spline cubique naturelle d’interpolation obte-
nue a partir de dix points d’interpolation. La représentation de courbes et surfaces par
fonctions splines est couramment utilisée en modélisation géométrique et en CAO.

16.7 NOTES ET REFERENCES

L’algorithme de transformation de Fourier rapide FFT est présenté dans un article
célebre de W. Cooley et John W. Tukey paru en 1965 [9] . 1l semble cependant que cet
algorithme était déja connu de C. Lanczos dés 1942,
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Figure 16.5 Spline cubique naturelle d'interpolation. Les points d*interpolation (x;, y) sont notés
avec le symbole o.

Les méthodes de discrétisation par différences finies et par éléments finis sont
largement utilisées dans 1" industrie.

On trouve de nombreux Jogiciels mettant en ceuvre la méthode des éléments finis. On
peut citer un logiciel gratuit FreeFem++ et un gros logiciel professionne] NASTRAN
qui représente plusieurs milliers de lignes de code.

Les illustrations numériques ont &té faites en utilisant le logiciel MATLAB,
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EXERCICES
Exercice 16.1
On considere u = (ug,..., u#,)7 la solution discréte de I’équation de Poisson (16.4).
1. Déterminer I’expression de # & partir de la matrice A; ' calculée i I"exercice
7.10.
2. Calculer une approximation de la valeur de la solution exacte du probléme de
Poisson aux points x; = nil, i = 1,...,n, a 'aide de la formule intégrale

(formule du noyau de Green (16.2)) que I'on discrétise par la méthode des tra-
pezes et en prenant pour subdivision de I’intervalle [0, 1] les points équidistants

y; = =42, j =0,...,n+ 1. Comparer avec la solution discréte obtenue a la
question précédente.

Exercice 16.2 Diagonalisation d’'une matrice circulante

Une matrice circulante C € C"*” est définie par une suite de n scalaires co, . .

-~ Cn1
tels que

o 1 Ca2 Cpey
Ca—1 Cp 5] Ch-2
C =
6] -1 €0 Cy
€1 c Cp—1 €

Montrer qu”une matrice circulante C est diagonalisable par la matrice de Fourier
(I) I Cﬂ Xn .



Chapitre 17

Gauss-Newton
et Fassimilation des données

L’algorithme de Gauss-Newton est une des méthodes les plus performantes pour
résoudre les problémes des moindres carrés non-lin¢aires. Ce chapitre illustre une
application de cette méthode pour résoudre le probléme d’assimilation des données
considéré en météorologie et en océanographie.

17.1 LA METHODE DE NEWTON

Présentons brievement la méthode de Newton qui permet de calculer les zéros d’une
fonction f ;: R* — R" non-linéaire.

Considérons x € R™ une approximation de la solution cherchée et linéarisons la
fonction f autour de x . on a

fO) = fx)+ Df(x)y — x),

ol Df(x) est la dérivée de f au point x. Litération de Newton consiste 4 remplacer
la fonction f(y) par son approximation affine f(x)+ Df{(x)(y — x) et a calculer les
zéros de cette fonction. Si I’on suppose que Df (x) est inversible, on obtient alors

y=x-Df(x)~" f(x).
L’algorithme de Newton est défini par I’itération

Xpel = X — DF(xe) ™! f(xe).
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La convergence quadratique de cette suite fait de I"algorithme de Newton un outil
puissant de calcul des zéros de fonctions. La méthode de Newton permet aussi de
calculer la solution d’un probléme d’optitisation tel que

g 6

ol G est une fonction scalaire G : R* — R. En effet, une solution x du probléme est
obtenue comme zéro du gradient de G : VG (x) — 0. L'itération de Newton est dans
ce cas donnée par

Xa1 = 1 — V2G () VG (),

ot V2G(x;) est 1a matrice hessienne de G en xx.

17.2 GAUSS-NEWTON ET MOINDRES CARRES

Considérons une fonction g : R” — R™ réguliere et le probléme d’optimisation

g(®)|3- (17.1)

min
Rn

Lorsque la fonction g est affine, g(x) = Ax — b, on obtient le probléme des moindres
carrés classique. Lorsque g n’est pas une fonction affine ce probléme est qualifié¢ de
moindres carrés non-linéaires.

Pour résoudre (17.1), on peut utiliser I’algorithme de Newton. Dans ce cas, il est
nécessaire, i chaque itération, de calculer 1a matrice hessienne de la fonction G(x) =
I g(x)H%. Ce calcul peut s’avérer difficile, en particulier lorsque 1’expression de g(x)
est complexe et 12 dimension n importante. La méthode proposée par Gauss consiste &
linéariser la fonction g autour du point courant x et & calculer la solution du probléme
des moindres carrés correspondant. L’ approximation au premier ordre de g autour de
X est

g(y) = g(x) + Dg(x )y — x),

et le probléme des moindres carrés associé
min [lg(x) + D) = D (17.2)

Sim = n (probleme surdéterminé) et rang Dg(x) = n, c’est-a-dire Dg(x) injective,
on sait que la solution du probléme (17.2) est unique et donnée par (théoréme 9.9)

y = x — (Dg(x)" Dg(x)) ' Dg(x)" g(x). (17.3)

L’algorithme se poursuit ainsi a partir du nouveau point y. On évite donc le calcul de
la matrice hessienne de la fonction G(x) = {{g(x)||%>. De plus, cette méthode est peu
sensible au choix du point initial de I'itération contrairement & 1a méthode de Newton.
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17.3 LE PROBLEME DE L'ASSIMILATION DES DONNEES

Un des objectifs des sciences de la terre et en particulier de la météorologic est
de prévoir I’évolution des phénoménes physiques que ’on observe & notre échelle
sensible. Grice au développement de I'informatique et des capacités de calcul, il
est devenu possible de réaliser des simulations numériques a ’échelle de la planete
et de prévoir 1"évolution météorologique du temps. La prévision du temps, congue a
I’origine pour les besoins de I’aviation, est maintenant largement utilisée dans plusicurs
secteurs de la vie socio-économique. D’ autre part, les préoccupations actuelles autour
des problémes d’environnement et de changements climatiques montrent 1'importance
de mieux comprendre et prévoir les phénomenes atmosphériques.

Les prévisions météorologiques sont réalisées a partir de deux composantes essen-
tielles : d’une part un modéle d’évolution de I’ atrnosphere basé sur les équations
générales de la physique, essentiellement les équations d’Euler de la mécanique des
fluides, d’autre part des données provenant de mesures réalisées en différents lieux et
3 différents instants (mesures au sol, radiosondages, données satellitaires ...). La prévi-
sion du temps est définie mathématiquement par un probléme d’évolution : il s’ agit
d’intégrer un systéme d’équations aux dérivées partielles d’évolution, non-linéaires,
a partir de conditions initiales connues (probleme dit de Cauchy). D’un point de vue
pratique, I'intégration est obtenue a aide d’équations discrétisées.

Une des difficultés majeures de la prévision météorologique réside dans 1’instabi-
lité des équations. Elle est due, en particulier, & leur non-linéarité et aux multiples
échelles des phénoménes qu’elles représentent. Le résultat d’une prévision dépend de
manigre cruciale de 1a précision observée sur les valeurs initiales. Un des objectifs de
Passimilation des données est précisément de proposer une solution de ce probléme.

Considérons les équations de la météorologie aprés discrétisation de la variable
d’espace. Nous avons un systéme différentiel

X'ty = f(x(®), (17.4)

que Ion doit intégrer & partir d’une valeur initiale x(fy) = xp. On note t — x(¢; xg)
la trajectoire (appelée aussi vecteur d’état dans le langage du contréle optimal) issue
de 1a valeur initiale xq. Le vecteur d>état x(t; xo) décrit les variables météorologiques
fondamentales sur I’ensemble des points de discrétisation du modele. I1 s’ agit des trois
composantes de la vitesse du vent (¢, v, w), de la pression p, de la température T et
de I’humidité g. Avec les besoins actuels de précision des modeles, on est amené &
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considérer des vecteurs d’état x de dimension trés importante, de 1’ordre de 107 et
Plus.

Les données quant a elles permettent en principe de déterminer la valeur initiale
xo du systeéme différentiel. En réalité, les données seules ne sont pas suffisantes pour
définir avec la précision voulue la valeur initiale x,. Le probléme est largement sous-
déterminé, Pour le définir correctement et également pour obtenir une solution plus
réguliere, on ajoute aux observations une information supplémentaire : on considére
également le vecteur d’état 4 1’instant 7 issu d’une prévision antérieure. Ce vecteur,
noté xy, est appelé 1’ ébauche (1I’indice b vient de 1’anglais background). Le meilleur
compromis entre ces deux sources d’informations (les mesures et I’ébauche) est obtenu
comme solution d’un probléme des moindres carrés.

On note zg le vecteur des observations disponibles 4 I'instant #p et xp 1'ébauche 4 ce
méme instant, Pour passer de I'espace du vecteur d’état x du modele a P’espace des
observations, on utilise un opérateur H que 1’on suppose linéaire. Cet opérateur permet
par exemple de calculer par interpolation linéaire les valeurs des variables du modgle
sur les points ol sont réalisées des observations : il y a en effet peu de chances que les
observations soient réalisées précisément aux points de grille du modele. La fonction
(G des moindres carrés que I’on utilise est pondérée par deux matrices symétriques
définies positives B et R, respectivement matrice de covariance d’erreur d’ébauche et
matrice de covariance d’erreur d’observation,

En adoptant 1a notation du paragraphe précédent, on a

g(x0) = (xo — xp, Hxp — zp)

etla norme euclidienne dans 1’expression ||g(xo)||3 est remplacée par la norme associée
4 la matrice définie positive (voir exercice 9.11)

1/ BP0
5=3 ( 0 R ) '
La fonction quadratique s’ écrit donc

1 _ 1 _
Glxo) = 5(x0 — xp)" BV (xp — xp) + S(Hxo — z0)” R™ (Hxp = zp).

La valeur optimale %y est celle qui minimise G. Le calcul du gradient de G au point
xp donne
VG(xg) = B~ (xo — xp) + H' R™(Hxo — 20).

On cherche done Xp solution de VG(Xp) = 0. Le systéme a résoudre est donc

(B '+HTR 'H)%y = (B 'x, + HTR 39, (17.5)
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oit la matrice M := (B~ + HT R~ H) est définie positive. Comme la dimension
du systeme est trés importante et que les différents opérateurs B, R, H sont connus
en évaluation, la méthode du gradient conjugué est toute désignée pour résoudre ce
systéme. |

Cette méthode d’assimilation est appelée 3D-Var, le suffixe Var pour Variationnel
et le préfixe 3D pour exprimer qu’il s> agit d’une analyse qui ne prend en compie gue
I'information présente & un seul instant, donc uniquement spatiale, par opposition
a une analyse plus compléte gui considere également la dimension temporelle (le
4D-Var) et que I’on va considérer dans la suite.

Remarque 17.1. Dans la théorie de ’estimation, en particulier la théorie du
filtrage de Kalman, la mattice K :== (B~ + H'R='H)=! HT R~!, est appelée
matrice de gain. Un calcul facile montre que 1a solution Xy de (17.5) s’écrit
aussi
Xo = Xp+ K(zg — Hxp).

1> égalité matricielle (B~! + HTR™'H)"' H"R~' = BH" (R+ HBH")™! ?
donne une expression de K numériquement plus intéressante puisqu’en général
on a moins d’observations {vecteur 7) que de variables d’état (vecteur x) et donc
la dimension de 1a matrice (R + H BH™) que I’on doit inverser est plus petite
quecellede (B! + HTR™'H),

Le principe de I’assimilation 4D-Var est de considérer non plus une image instanta-
née de I’atmosphére 4 1’instant 1y, mais un ensemble d’observations ;.1 = 0,...,m,
obtenues a différents instants 1; d’une fenétre temporelle {t. 7,.] fixée. Ces valeurs z;
sont comparées avec le vecteur d’état x(z;; xo) solution du modele de prévision (17.4)
aux différents instants f;.

Remarque 17.2. 11 faut considérer que les instants 1o, . ..,%,—1 sont des ins-
tants passés et t,, 'instant présent, & partir duquel une nouvelle prévision sera
effectuée au terme de la phase d’assimilation.

Le probleéme de 1’assimilation des données s’exprime & nouveau sous forme d’un
probléeme de moindres carrés. La fonction g est donnée par

g(xg) = (xq — Xp, Hox (2o X0) — Zo, - . -, HnX (b3 X0) — Zm)

1. En pratique, sachant qu’il n’est possible d’effectuer qu’un nombre trés limité d’itérations vue la taille
du probléme, on utilise pour accélérer la convergence différents types de préconditionnements de ce
systéme.

2. Démontrer cette égalité en exercice.
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et la norme est définie par la matrice définie positive

B—l
1 R;!

R*l

M

I1 est naturel de considérer que les opérateurs H; et R; dépendent des instants 4.
La fonction des moindres carrés G s’écrit donc

1 1w _
Glxo) = 50— x5)" B~ (xo—xp)+3 > (Hix(i3 x0) — 2)" Ry (Hix (83 x0) — 22),
i=0

et le probléme des moindres carrés
min G{xg), (17.6)
B

est non-linéaire puisque les fonctions x(f;; xg) dépendent de maniére non-linéaire de
la valeur initiale x;. En théorie du contrdle optimal la variable xg joue le rble de
variable de contrdle du probléme. Nous allons utiliser la méthode de Gauss-Newton
pour calculer la solution optimale du probléme.

Remarque 17.3. A partir de la valeur optimale obtenue %y, la solution x(Z,; o)
calculée a I’instant t,, fournit la nouvelle condition initiale pour une prévision
effective initiée 2 I'instant 4,,.

Calcul du gradient du probleme linéarisé

La méthode de Gauss-Newton requiert la linéarisation des fonctions x(#;; x),i =
0,...,m, par rapport & xo. Ce calcul est réalisé grice aux équations (17.4) linéarisées
autour de la trajectoire t — x(f; xg) issue de xq.

Pour cela, nous définissons le systéme linéaire

8x'(1) = Df (x(t;x0))0x(2), (17.7)

vérifié par la variable dx et ol Df(x(#:xy)) est la dérivée de f au point x(¥; xq).
La variable &x est définic par la condition initiale 6x(f) = dxy. Notons également
dx(t; Bxp) la trajectoire de dx issue de la valeur initiale xg. Au premier ordre, nous
ayons

x{t;x0 + O0xp) = x(t; x0) + dx(t; 6xy).
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Soit R(t,t") la résolvante * associée au systeme différentiel linéaire (17.7). On a
ox(t; bxg) = R(t, to)dxo.
On peut donc écrire
x(t: xo + 6xp) = x(t; x0) + RAt, t9)0xp.

A partir du probléme linéarisé nous considérons la fonction quadratique G de la
variable 6xg :

~ 1
G(éxg) = —2-()60 +8xg — xb)T B! (xo + dxg — xp)

1 m
t3 > (Hx(1: x0) + HR(t; 10)8%0 — 2:)7 R (Hix(t3 x0) + HyR (1, 10)8x0 — 2;),

i=0
(17.8)
et le probléme des moindres carrés classique
min G(8xo).
Sxn
Le gradient de G est donné par
VG(S)CO) = B_§ (BX() + Xg — xb)
(17.9)

m
+> R, 10)" HY R (HiR(1, 10)8%0 + Hix(5i3 X0) — 2,),
i=0

et I’on cherche éxp solution du systéme
VG(6xp) = 0.

La matrice M du systéme

m
M= (B_l +3 R, t0) B R H R, 10))
i=0
est définie positive. Dans ce cas.également, 1a méthode la plus appropriée pour résoudre
numériquement ce systeme est 1a méthode du gradient conjugué.

Afin de pouvoir effectuer le produit matrice vecteur M §x,, pour tout vecteur dxg,
il est donc nécessaire d’interpréter les opérateurs qui définissent M. L’ opérateur résol-
vant R(t;, fo) correspond a I’intégration de I’équation linéaire entre les instanis f; et

3. La résolvante associée i un systéme différentiel linéaire est ’opérateur linéaire Rit, ") tel que
() = Rz, (") ol y est solution du systeme différentiel considéré.
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t;. Qu’en est-il de I"opérateur R(t;, £p)? 7 On introduit pour cela le systéme adjoint
associ¢ au systéme linéaire (17.7) :

p'(t) = —Df (x(t; x0))" p(2). (17.10)

11 s’ agit d’un systéme différentiel linéaire en p. Ces équations classiques interviennent
dans les conditions d’ optimalité des problémes de contrdle optimal. Notons S(¢', 1)
la résolvante de ce systeme entre les instants ¢ et t'. L opérateur R(t;, 10)7 est lié an
systéme adjoint par la propriété suivante,

Proposition 17.1 Pour tout t et t', on a I’égalité
R, 0 = 8¢, 1.

Démonstration. Considérons dx et p respectivement solutions du systéme
linéaire (17.7) et du systéme adjoint (17.10), Calculons la dérivée du produit
scalaire (8x(¢), p(1)} :

4
dt

(8x'(1), p()) + {8x(1), p'(1))

{Df (x(t; x0))8x(2), p(t)) + {8x(t), — Df (x(t: x0))" p(2))
(17.11)

{(Bx(1), p(1))

Par la propriété de la transposée, on obtient j_: {8x(t), p(t)y = 0. Le produit
scalaire {x(¢), p(r)} est donc constant par rapport a ¢. Considérons deux
instants ¢ et #’. On a donc {8x(1), p(t)) = (6x(t'), p(¢")). En utilisant les
résolvantes R{t', t) et Sz, t’), on déduit que

(8x(1), S(t, ") p(t)y = (R(',1)8x(r), p(t")y = (8x(2), R(t', 1) p(1")}.

Comme cette égalité est vérifiée pour tout 8x(r) et p(t’), on a donc
R, 0T = 8@, t).

L’opération R(t;, tg)* correspond ainsi  une intégration rétrograde, de I’instant ; 2
I'instant #3, de I’équation adjointe (17.10).

Le calcul R(5;, 10)" HT R;"' H;R(t:, #)8xo est donc obtenu par la succession d’une
intégration directe entre les instants #y et £; de 1’équation linéaire (17.7) a partir de la
valeur initiale 8xo (produit R(z;, £5)8xy) suivie du produit H R ! H; et enfin d’une
intégration rétrograde entre les instants #; et #y de I’équation adjointe a partir du vecteur
Hir Ri_] HiR{t;, t9)6xy (opérateur R(ti,t())T appliqué a HiT Ri_l HgR(ti,[())BxO).
En ajoutant les différentes contributions venant de chaque indice i on voit que la
somme ZT‘:O Rt t0)” HY Ri_l H;R(t;, t3)dxy est donnée par une seule intégration
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du systéme direct entre ies instants fy et 7, suivie d'une intégration rétrograde
du systeme adjoint augmentée a chaque instant d’observation f; de la valeur
o7 R H/R(t;, 1)8x obtenue au cours de I'intégration directe.

Le calcul du gradient que nous avons présenté est un outil classique de la théorie
du controle optimal. 11 est utilisé ici pour résoudre numériquement ce probléme des
moindres carrés non-linéaires de trés grande dimension, 11 est clair que dans la pratique
le systeme différentiel (17.4) est aussi discrétisé snivant la variable ¢, Les étapes de
calcul du gradient de 1a fonctionnelle G(x) sont analogues a celles présentées ici.

Actuellement, plusieurs centres météorologiques utilisent cette approche pour ini-
tialiser les modeles de prévision numérique.



Corrigés des exercices

Exercice 1.1. 1. Si A et B sont triangulaires inférieures on a >./_ auby =
;@b = 0sii < j. 2. Récurrence sur n, développer det A par rapport
a la premiére ligne de A. 3. Calculer P4(A) a ’aide de la question précédente.
4. Conséquence de 2. 5. Effectuer le produit AA~' = [,. 6. Effectuer le produit
A=A = I,.7. On remplace a; par —a; dans A pour obtenir A~".

Exercice 1.2. L. Les colonnes de uv* sont T;u, | < i < n, elles sont donc propor-
tionelles. L'une d’elles est # 0 donc rang (uv*) = 1. Réciproquement, si I"espace
image Im A est de dimension 1, les colonnes de A qui en forment une base sont
proportionnelles et 'une d’elles est non nulle. 2. (zv*)x = 0 pour 10ut x € 1 qui est
de dimension n — 1 et (uv*)u = {u,v)u. 3. Lorsque {u, v} # 0 une base de u~ et u
constituent une base de vecteurs propres de #v™ qui est donc diagonalisable. Lorsque
(u, vy = 0, la seule valeur propre est 0 et comme uv* # 0 cette matrice n’est pas
diagonalisable.

) a bY_ 5 ({1 1 a+ib 0 i
Exercncel.?:.(__b a>_\/5(i —i)( 0 a—ib)ﬁ(l i).

. 1+a>  af | _
Exercice 1.4. ( o 148 ) =

i (a B)(l+a2+62 0) ! (ae B)
vagEle )L 0 ) mEle )
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. - 0
Exercice 1.5. Les valeurs propres et vecteurs propres associés sont 1+ ||b||§ et ( N ),

bl b
xcal 1+]allet{ 2 V. vy cot 1+]al?+ o] et 3], 1et .
Jatzec (3 ). Jalf+ e 0 .

Exercice 1.6. 1. Cela résulte des égalités

*A *A
BuA(u—xy u)=Au—y qu.

y*Ax y*Ax

4. Par 1., rang A — 1 < rang B < rang A. Sirang B = rang A alors dimKer B =
dim Ker A, 1mp0ssﬁ)le par 3.

Exercice 1.7. Notons P(ayg,. .., a,_, A) le polyndme caractéristique de A. On obtient
une formule de récurrence en développant ce déterminant par rapport a la premiére
ligne.

Exercice 1.8. Ecrivons A = PSP ! et B = O~ avec § et T triangulaires
st On obtient M = S IBQ P10 o
supérieures. On obtient M = 0 0o o on

0N a-lpp-l
peut utiliser I'exercice 1.1. M~ = ( 4 DJ_B ID

Exercice 1.9. 5. A + xy* = A(J, + A~ lxy*). Les valeurs propres de I, + A~ Lxy*
sont 1 et 1 + y*A~lx (exercice 1.2). Aussi A + xy* est inversible si et seulement si
y*A~lx £ —1. Prenons B = —x, C = y* et D = 1. La formule precedente donne

(A+xy) = A1+ A=)l — y* AT a1y At = 41 — %ﬁﬁg

Exercice 1.10. Par addition de lignes et de colonnes det ( g g ) =

A—B B A—B B
det(B__A A)_det( 0 A+B)=det(A—B)det(A+B).

Exercice 1.11. Facile. Noter que det(A — i B) = det(A +iB) = det(A +iB) parce
que A et B sont réelles.

Exercice 1.12. Ecrire cette matrice ( 2 f) ) ;

Exercice 1.13. 1. Noter que v\’ # 0 et que les relations bv?) — 4,0 + v =0

sont satisfaites avec A, = 2v/be cos £%. Noter aussi que u(p ) = v(p ] =0.2.4, =
P q n+t

a+2+v/becos £% | vecteurs propres 1dent1ques aceux de A(0,b,c).
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Exercice 1.14. 1. Soit A valeur propre de A et x # 0 vecteur propre associé. De
I’égalité Ax = Ax on déduit x*Ax = Ax*x et donc x*A*x = Ax™x par adjonction.
L’hypothése A* = — A implique —x*Ax = Ax*x et donc —Ax*x = Ax*x et —A = A,
A est donc un nombre complexe imaginaire pur, 2. [, — A est inversible parce que
1 n’est pas valeur propre de A. 3. A est normale et peut se diagonaliser en A =

Udiag (i Bx) U™ avec U unitaire et 8; € R. Ainsit Q = Udiag (f”l'?; ) U*. Il est alors
évident que QQO* = I, etque (1 +i8:)/(1 —iBx) # — 1.

Exercice 1.15. 1. Pour tout u € C", Ay = (v*u)x+(x"u)y donc Im A est de dimension
2 engendré par x et v. 2. Siu € (Im A)' cest-a-dire si x™u = y*u —Oona Au = 0
donc O est valeur propre et (Im A)* est le sous-espace propre associé. Siu € Im A,
u = ax + By, lesysttme Au = Au s écrit

(o' x — A+ By )+ yax"x + f(x"y — A =0

ce qui est équivalent a

oy = vl (ﬂ):(o)
Il Gryi—r )\ B 0

Les va]eurs propres A sont données par I'équation du second degré A2 — 2R {x, ¥} A +
[{x, y)\ —||x ||2 ] Hz = 0 qui possede deux racines réelles d’ ol A puls « et B. Lorsque
x,y € R" cette équation s’écrit A — 2 {x, y) A + [{x, y)[ {!tz i[v![z = 0 et les
valeurs propres sont A = {x, y} & ||x|| {| ¥ . Des vecteurs propres correspondant sont
u = ||ylx + ||x{ y. 3. Im B est le sous-espace engendré par x et y, sa dimension est
2, ¢’est un sous-espace invatiant de C" par B. Les valeurs propres A de B |m B sont
données par I'équation caractéristique A2 — 2§ {x, y) A — |{x, y)l + Hx||2 I v|i2 =0,
Les autres valeurs propres sont A = 0 assoczees au eous espace propre {fm B)
Lorsque x et y sont réels on obtient A = :tl(]j;cﬂ2 ]]y”2 — {x, ¥)] Hl/z,

Exercice 2.1. Les flottants positifs sont :

d
— 10°
(10 100)
avece = —1,00ul.1 <d, €£9et0 < d, <9. On obtient 270 nombres qui sont, en
écriture décimale,

010, 011, ..., .019, 020, .021, ..., .029, ..., .090, .091, ..., .099,

10, .11, ...,.19, .20, 21, ..., .29, ..., .90, .91, ..., .99,
1.0, 1.1, ..., 1.9,2.0, 21, ..., 29 ...,90,91, ..., 909
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Noter que ces nombres ne sont pas réguligrement espacés mais que leur espacement
est constant entre deux puissances consécutives de 8 = 10.

Exercice 2.3. On trouve 0. Pour Maple, I’instruction > evalf(3. x (4./3. — 1.) — 1.);
donne —.1107'%, Noter 1a syntaxe : on a écrit 3. et non pas 3 de fagon & ce que ces
nombres soient traités avec I'arithmétique flottante et non pas avec I'arithmétique des
entiers.

Exercice 2.4. Récurrence sur #,

Exercice 3.1. Notons 5; et A; les ensembles et leurs bornes supérieures respectives

considérées aux questionsi = 1,...,6. Pourtoutx # Oeter > O,0na “LXH Hﬁafﬁ”
On en déduit facilement l’egahte des ensembles S, 52, S5 et donc I egahte de leurs

bornes supérieures, L'égalité “‘m” =||L = i || pour tout x # 0, montre que 3 = §)

Tt

etdonc A3 = A;. On a ||Lx|| < “HLXITI” pour tout x tel que {x|| < 1. On en déduit
que Az < Ap. Or S3 C 54 implique que A3 < A4 Sachant que Ay = A3, on a donc
Ay = Ay. Montrons enfin que Uﬁt < Ag, pour tout x # 0. Supposons qu’il existe
x # 0 tel que lie=g As. Posons g = %‘l et prenons « tel que 2 % @< 1. 0n

flxl
aalors L e ppll = e |5|ix“” = @a > As. D’autre part || _W” < 1 montre qu’il y

a contradiction puisque Ag est un majorant de Sg. On a donc “x—H L Agelt A] < Ag.
Comme Ay = A et Ag < A4 puisque Sg C S, on en déduit que Ag = Ay. On a

montré 1"égalité des bornes supéricures A;,i = 1,...,6. 7. A3 est la borne supéricure
de P'image par la fonction continue x — || Lx|| de la spbere unité S, ., = {x €
C*, jix]| = 1} qui est un ensemble compact. Elle appartient donc & I'ensemble S;.

Les bomes Ay, A2, A5 appartiecnnent aussi aux ensembles respectifs S|, S, S5 puisque
ces ensembles sont tous égaux a S3. As appartient & Ss puisqu’il s’agit de la borne
supérieure de I'image de la boule unité compacte B, (0, 1) = {x € C*, ||x|| < 1} par
la fonction continue x — || Lx]].

Exercice 3.2. 1. Pour tout vecteur x on a [|Ax[;, = > | [(Ax)| =
il Ej’:l aijx;|. On a donc

[ Ax]l) < ZI%iZiaui il max Zlaui

i i=1

et Al < maxX gjgn P iy lai|- Soit k un indice tel que 3.7 | laul

Max|gj<n p s @], Définissons le wvecteur x = (x1,...,x)7 tel que

x = 8. Ona x[; = 1et flAx[h = Ef_l |En—1au S| = Z?:l lai|

Max ¢ j<n 9 v |@j]. Ceci montre que ||All} > max;gjgap.r_, la;| et donc

P'égalité. 2. Pour tout vecteur x on a {|Ax| o, = Max;<;<y | Z;= a;;x;|. On a donc
13 n

(Ao < max giga Zj:] |aij| max gign 45| = Max;giga Z;:] @i || oo
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Ceci montre que ||Aljc < maXigica Z;’.:l|a‘-j|. Soit k un indice tel que

Zr}:l I(lkji = maxigign E;:] |a,;J,-|. Définissons le vecteur x — {(x,.. .,xn)T

tel que x; = Isiaq; = Oetx; = |ag|fag siay # 0. 0na |xflee = 1
13 .

et Digayx; = Y glay|l = maxigicn )i lay|- Ceci montre que

HAfoc > maxigiga D)y laij| et donc I’égalité.

Exercice 3.3. Pour toute valeur propre A de A et tout vecteur propre associ€ x, x 7= 0,
ona Ax — Ax etdonc [[Ax{; = |[A]{lx|;. On en déduit que et |A| = ||Ax||; / [|x]}; <
|Ally. On obtient le résultat grice A I'égalité |Al|; = max;gjgn 1y |ai;] (voir
exercice 3.2).

Exercice 3.4, Le spectre de I, — A estégala {1 — A, A € spec A}.Ona |l —A| =
1 — {A] > O puisque |A| < 1 pour toute valeur propre de A. Les valeurs propres de
1, — A sont donc toutes distinctes de zéro et la matrice est inversible.

Exercice 3.5. La matrice J donnée par la décomposition de Jordan (voir théoréme 1.5)
a une structure diagonale par blocs. Chaque bloc J; est soit de la forme Jy = Ay,
soit de la forme J; = Agl,, + Ny, o0l N, € T est 1a matrice nilpotente

Nous avons A? = PJ?P ! et la matrice J? a également une structure diagonale par
blocs avec des blocs de la forme J7. Lorsque Ji = Ayl ona J) = AL L, etlorsque
Jy = Mdy, + Ny, par la formule du bindme on a

fy—1
B o= Ml 4N, = ( y ) NN,
=0

La sommation est effectuée jusqu’a I'indice / = n; — 1 puisque la matrice N,, est
nilpotente d’ordre n; (¢’est-a-dire N = 0). La matrice J; est triangulaire supérieure.

p
!

démonstration du théoréeme 3.7 nous avons

Ses coefficients sont de la forme AL ! Pour la norme considérée dans la

A?|| = ma ax  |(JF ;1.
A7) = max max |01
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Considérons la limite |(J7);;|"/7 lorsque p — co. Pour les coefficients diago-
naux on a [(J):|'/? = |Ag] et leur limite est égale a |Ag|. Les autres coefficients
non nuls sont de la forme

1
] k
i/p

. Leur limite est égale & |Ag] puisque
= 1 et que lim,_, o, [A¢|?9/7 = |A¢|. On conclut en utilisant la

p
l

propriété max; ; ; lim, .o = lim,_, o maxg; ;.

limy, o0

Exercice 3.6. On a

1Allr = \/cﬂ +d2 4 b ricl b —ic?=\a+d?+2(b? + D).

La matrice A est hermitienne, donc || A||> = p(A). Calculons les valeurs propres de A.

Ona
a—A b+ic

b—ic d—A
donc pa(A) = (@ — Ad — 1) — (B2 + ) = A% — (@ + DA + ad — (B +¢?). Les deux
racines du polyndme p, sont données par
a+d+/(a—dy+4B+c?)
2

pa(d) =det(A — AD) =

et

a+d+/(a—d)?+4d%+c)
2

p(A} = max

Exercice 3.7. Les normes ||.
on a

1o [I-li2s |||l sont des normes d’opérateur. Pour celles-ci

1Ll _

=
“ nJ] xE€CH, x#£0 HXH

Pour la norme de Frobenivs on a [[1,||r = v/n.

Exercice 3.8. La proposition 3.10 donne |[U||; = [[UL|l2 = ||1:]]2 = 1. Pour la
norme de Frobenius on a |U||r = /trace (U*U) = y/trace (I,) = /n.

Exercice 3.9, La matrice A est hermitienne. Les valeurs de cette matrice tridiagonale
sont égales a
4+ 2cos{pw/4)

avec p = 1,2, 3 (voir exercice 1.13). Donc ||A]l2 = p(A) = 4+ 2cos(w/4) = 4+ /2.
Pour la norme de Frobenius on obtient | U||r = V4 +3 16 = /52

Exercice 3.10. Si A est diagonale il est évident que les coefficients de sa diago-
nale sont ses valeurs propres. Réciproquement : supposons que A symétrique ait ses
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coefficients diagonaux égaux a ses valeurs propres A;,i = 1,...,n. Ona [[Al|r =
V/trace (A2). Les valeurs propres de la matrice A? sont égales a A?. Sachant que la
trace d’une matrice est égale i la somme de ses valeurs propres on a donc ||A]|r =

v/ >or A7, Par ailleurs, le calcul direct des cocfficients diagonaux de A? donne

Allr = AP+ ST ST a%. Ondéduit donc que Y., ai = O pour tout
i=1"" i=1 J#& g q REIY P
i=1,...,n, etdonc A estdiagonale.

Exercice 3.11. 1. On a N(x) = a? ljxis + a? 2| Ax{lz + ... + [|AP71x||>. 1l est
évident que N(x) est une norme. 2. et 3. Par définition N(A) = sup, o N;é};). On
vérifie que N(Ax) = aN(x) — a” |[x[l> + || APx||2. D autre part, pour tout x # 0, ona

|APx|l2
llx1l2

< [[A7]2 <P

etdonc ||A%xilz — a” ||x{|2 < 0. Cette inégalité et I'expression de N(Ax) permet de
conclure que N(Ax) < a N(x). Onadonc N(Ax)/N(x) € aet N(A) < a.

Exercice 3,12, On a {|xy™|2 = +/p(yx* xy*) = ||x]|2 v/ p(yy*). Par I'exercice 1.2 on
sait que I'unique valeur propre non nulle de la matrice de rang un yy™ est égale 2

{y,¥) = ||l¥]i3- On conclut que ||xy*||> = |jx!j2 ||y|]2- Pour la norme de Frobenius on

afley llp = 30 20 TP = 20 2 P Iy P = V2 P Il =

lx]]2 || ¥||z- L'exercice 3.2 montre que

i R
L, = XZ-_-:ma -Zx-:ma A lxdly = X
eyl = e, > 3531 = max Iojf Dl = ma 1351 el = sl

¢t que

n

n
* = Sy = - o= . - .
lxy ||oof;3.agl;|w& Igagnm;im max ][ = xloo 3]l

Exercice 3.13. Prenons H € C'*" tel que [[H|| < 1/|A7"i. On a alors
A= H{ < ||A7Y) ||H]| < 1.Le théoreme de perturbation de Neumann (proposition
3.14) montre que (I, + A~' H) est inversible et donc aussi (A + H) = A (I, + A~ H).
De (I, + ATHY™' = S0 (-1FATHY = I, — A7 H + (A7HH)Y + ...
on déduit (I, + A 'H)" AT = A7 — ATTHAT 4 (ATHHY AT 4 et
A+H) " — A 4 AT T HA ' = (AL, - (AT D)+ (AT HY? +.. ) AT
—(ATVHY? (L, + A~'H)"tA—l
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Ainsi (A + H) ' — A7+ AT H AT < |HIPATP . + ALH) Y| et
lcA+HYy ' — A~ 4+ A7TH A-Y||/||H} — Olorsque H — 0.

Exercice 3.14. 1. Cette série est absolument convergente du fait que pour toute norme
multiplicative on a || A¥/ k!|| < || A||¥/ k! qui est le terme général d’une série conver-

gente. On a ainsi

o0 o0

= exp(}|Al])-

k=0 k=0
2. Evident. 3. Si AB = BA on peut appliquer la formule du binéme (A + By =
S e ( ]lc ) A Blet(A+ BY Rl =3, Ai/i! B/ / j!. Pour toute matrice M

notons Si(M) la somme partielle Sp(M) = Z'—o 5. Ona

At B/
SiA+B) = > = —
i+j<k it gt
et -
Al
Si(A) Si(BY — Sp(A+ BY= Z . }T
k+1<i+j <2k
1<i,j<k
On obtient 1a majoration
AlF ||BY
15e(A) Sk(B) — Se(A + BY|| < 3 ||”|l ”;'” |
k+1<<i+j<2%
1<i,j<sk

Le majorant est égal

SO S 5 (1L 18 |iA||+||B||)

i=0 =0 : =0

et il converge vers zéro lorsque k — oo en vertu de 1’égalité exp(|| A[}) exp(||B|)) =
exp(||A| + || B||)- 4. L.a matrice —A commute avec la matrice A. On a d’une part
exp(A + (—A)) = exp(A) exp(—A) et d’antre part exp(0) = I, d’oi le résultat.
5. De I’égalité A* = (PDP~* = PD*P-! on déduit S;(A) = PS(D)P!
et le résultat par passage a la limite. 6. La décomposition de Jordan de la matrice
A, A = PJP~!, montre que exp(A) = Pexp(J)P . La matrice exp(J) est tri-
angulaire supéricure et a pour coefficients diagonanx Y ;oo A'/i! = exp(A), oll A
est une valeur propre de A. 7. La décomposition de Jordan de la matrice A donne
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det(exp(A)) = det( P exp(J YP~1y = det( P) det(exp(J)) def( P hH= det(exp(J)) =
I1. exp(A;) = exp(3_; A;) = exp(trace (A4)) ol A; sont les valeurs propres de A. 8. La
question 3 montre que exp((t + h)A) = exp(t4)exp(hA4) donc exp((t + A)A) —
exp(tA) = (exp(hA) — I,)exp(tA). On a exp(hd) — I, = 3 2 (hA¥/ k! =
hA (D2 ghAY/ (k+ DYet

hAa)y - I
iim E’E(L)__” = A.
h—0 h

On en déduit le résuitat. 9. Pour touf entier £ > 0, on a (xy*)* = (y*x) 1 xy* =
{x, )" xy*. On a exp(xy*) = I, + xy* + (xy* /2! +.... Si {x,y) = 0 alors
exp(xy*) = I, + xy*, sinon exp(xy*) = I, + xy* (exp({x,»))} — I}/ {x,¥)).
10. Notons #; les colonnes de ia matrice unitaire U, La décomposition A = UAU*
montre que A peut s’écrire sous la forme d’une somme de matrices de rang
un : A = 377 Auw). Pour i # j.oona (uul)uui) = (ujuyuuy = 0
puisque les vecteurs u; et u; sont orthogonaux. Dapres la question 3 on a donc
exp(A) = exp(>_._; Ajuuf) = []'—, exp(A;u;u;). La question précédente montre
que exp(A) = [T, (Ip + u;u] (exp(A;) — 1))

. I, A s s 1 A
Exercice 3.15. Posons M = o 1, ) Ona MM = ( A" A*A+1, ) -

Considérons A une valeur propre de M*M. On a

x+Ay = Ax
A*'x+(A*A+ L)y = Ay

oil # 0 est un vecteur propre associé 2 A. La premiére équation donne A*x +

A*Ay = AA*x. Supposons A # 1. Onadonc A*x = L /(A — 1) A*Ay. En remplagant
A*x dans l1a deuxiéme équation, on obtient AA*Ay = (A — DA+ 1 — A)y. On
constate facilement que A # O puisque la matrice M est injective et donc M* M
inversible. Ainsi, I’égalité précédente donne A*Ay = (A>=2A+1)/A) y.On
observe également que y 7 O car sinon on aurait A = 1. On a ainsi (A* — 2\ +
1)/ A = o?, ot o est une valeur singuliére de A. A est donc la solution positive
de I'équation A2 — 2+ o)A +1 = 0: A = 2+ 0% + ovo? +4) /2. La fonction
s = (2+x%* +xVx? + 4) / 2 esi croissante sur R,. En considérant o,y la plus grande
valeur singuliére de A et sachant que (2 + 02, + Omas\/ T2y +4) /2 = 1, 0n a dans
tous les cas (2 + 02, + Tmaxy/02,, +4) /2 = A pour toute valeur propre de M* M
d’ob le résultat puisque || A2 = o max-

Exercice 3.16. Des égalités (voir exercice 3.2} {|All; = maxigjcn 9 o laij] et
[Alloo = maxigicm 227 laij| on déduit [|A*[loo = maxigicm 2. 5= [@57] = |4l
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Linégalité est démontrée grice a ||Allz = +/p(A*A) (voir théoreme 3.9) et a
p(A* A) < ||A* Afj1 (voir proposition 3.6).

2
Exercice 3.17. La somme des coefficients d’un carré magique d’ordre nn vaut y ,r_; i =
n?(n? + 1)/2. La somme S, des termes d’une méme ligne (ou d’une méme colonne)

est donc égale a (#2(n? + 1)/2) / n = n(n* + 1)/2. Le calcul pour les normes || Al
et || Al est évident en utilisant I’exercice 3.2, L'inégalité || All2 < /{|All1 [|Allc

(voir I’exercice 3.16) montre que ||Al]z < §,. [D’autre part, en prenant le vecteur
uw=(1,...,)", onal Aullz / [lull2 = S». On en déduit donc que || Al]2 = S,-

Exercice 3.18. Considérons D la matrice diagonale obtenue & partir des termes diago-
naux de A : D = diag(a1g, .. . , dnn). Ondécompose A = D— M ot — M est la matrice
des termes extra-diagonaux de A. Ona A = D (I, — D™'M)et | D™ M|, < 1. Le
lemme de Neumann (proposition 3.14) montre alors que I, — D~ 1M est inversible et
donc la matrice A également.

Exercice 3.19. La matrice A est syméltrique et

n 0 ... 0
A2 o1 ... 1
o ! ... 1

est diagonale par blocs. Ses blocs sont le scalaire n et 1a matrice n x n de rang | uu’
ot u = (1,...,1)7. Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et u’u — n (voir

exercice 1.2). On obtient donc || Ajlx = vp(A*A) = \/p(A?) = n.

Exercice 3.20. Les valeurs propres de I, + M*M sont égales a 1 + A; oll A; sont les
valeurs propres (réelles et positives) de M* M. Ona det(f, + M*M) = [[[_,(1 + A)
et ||M]|3 = trace (M*M) = >__, A;. Considérons les réels positifsa; = 1+ A;, i =
1,...,n Linégalité entre les moyennes géoméiriques et arithmétiques

n l/n -
(H a,-) < Liz @
n
i—=1

(qui se démontre facilement & partir de la concavité de la fonction logarithme) donne
le résultat.

Exercice 3.21. Scit A = URU™ la décomposition de Schur de ]a matrice A o1 R
est triangulaire supérieure et U/ est unitaire. Pour tout entier p > 0 posons A, =
UR,U™ obl R, est la matrice obtenue A partir de R en remplagant les entrées nulles
de sa diagonale par 1/p. On a [|[A — Ayllr = [[R — Ryllr = Vk/p, otk est le
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nombre d’entrées nulles de la diagonale de R. Les matrices A, sont inversibles et
limp_,oo ”A — AP“F = 0

Exercice 4.1. Soit A une valeur propre non nulle de AB. Il existe donc un vecteur x
non nul tel que ABx = Ax. On note que le vecteur Bx est distinct de zéro car sinon on
aurait A = 0. En multipliant par B les deux membres de I'égalit¢ ona BAB x = ABx.
Cette égalité montre que A est une valeur propre de BA et que Bx ¢st un vecteur
propre associé. L’inclusion opposée s’obtient de maniére identique. Lorsque m = n
on utilise I’égalité det{AB) = det(BA) = det(A)det(B) qui montre que si zéro est
valeur propre de AB alors ¢’est aussi une valeur propre de BA.

31
1 3

4. Les valeurs singuliéres de A sont donc égales & v/2 et 2.

Exercice 4.2.0na ATA = ( ) . Les valeurs propies de cette matrice sont 2 et

Exercice 4.3. Soit A = x ot x € C" est un vecteur colonne. La seule valeur singuliere
de A estégale 3 Vx*x = |x]]2. Considérons une décomposition en valeurs singulieres
de A: A= VXIU*. La matrice V est obtenue en complétant en une base orthonormée
de C" le vecteur unitaire v; = zx/||x ||z otz € Cet|z| = 1. La matrice U est donnée
par U = zet 2 = {|x||.

Exercice 4.4. Soit A une matrice hermitienne. Elle se diagonalise en A = UDU*
avec U = (w ... u,) unitaire et D = diag(A;, ..., A, 0,...,0), 00 A; € R* sont les
valeurs propres non nulles de A. Les valeurs singuligres de A sont égales & |A;| pour
i =1,...,r. On obtient une décomposition en valeurs singulieres de A : A = UZV*
avee & = diag({Aq],- .., A0, ... O et V = (Fuy ... £ uy upyg .. u,) OD Je signe
=+ dépend du signe de A;.

Exercice 4.5. 1. On a Ay = Ax et A*x = Ay, avec A # 0. La premiere égalité
monire que si y = 0 alors x = 0 et la seconde que si x = 0 alors y = 0. Donc
x # Oety # 0 puisque x ou y sont par hypothése non nuls. La premiére égalité
donne A*Ay = AA*x = A?y. Donc A = o ol o est une valeur singuliere de
A. 2. Réciproquement, soit ¢ une valeur singuliére de A. On a donc A*Ay = oy
avec y # 0. En posant x = (1/g)Ay ona A*x = (1/0)A*Ay = oy et (x,y)7
est un vecteur propre associé 4 la valeur propre ¢ du syst¢me augmenté. En posant
x =(—1/o)Ayona A*x = (—1/0) A" Ay = —oyet(x,y) estun vecteur propre
associé a la valeur propre —o du systéme augmenté.

Exercice 4.6. Par le théoréme 3.9 on a {| Al = +/p(A* A). Sachant que les valeurs
singuliéres sont les racines carrées des valeurs propres non nulles de A* A on a donc
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All2 = O max OO Oy est 1a plus grande valeur singuliere de A. La proposition 3.6
montre que p(A) < || All.

Exercice 4.7. De P'égalité Ax — Ax avec A # O et x # 0 on déduit que x = AA lx
et donc le premier résultat. De méme, ’égalité A*Ax = ox avec o #0etx #£ 0
montre que x = g>A~'A"*x. 1/0? est donc valeur propre de A~ A™* qui a méme
spectre que A A~

Exercice 4.8. Le polyndme caractéristique de Z est égal a (1 — x)**1. Z a pour seule
valeur propre 1. On vérifie que

L+l @ &
71 1
757 =
Zn 1

En développant le déterminant det(Z*Z — x1I,.,) par rapport a la derniere colonne
(ou ligne) on montre facilement, par récurrence sur 7, que le polyndme caractéristique
de Z*Z est égal 2 (1 — x)"7'((1 — x> — x 37, |z;/>) dont les racines sont 1 et
r,ra =2+ Z?:] !z,~|2 = \/Z?:] |Zi\2\/4 + Z?:l |zi|%)/2. Les valeurs singuligre
de Z sont donc 1 et /7y, \/72.

Exercice 4.9. On vérifie que

vy [ 1487 0
ZZ_( 0 a2+62>'

En supposant que «, 8 # 0, les valeurs singuli¢res de Z sont donc /1 + 82 et
v/ a? + B2. Une décomposition en valeurs singulitres de Z est donnée par Z = VEU*
ol V est la matrice obtenue 4 partir de Z en normalisant ses colonnes V = (v| v2)
avec v; = (1/4/1+ BH(1,0, 8,007 vs = (1/1/02 + 2 (0,a,0, 8) , et

S = diag(y/1+ 82,1/a2+ D), U = L.

Exercice 5.1. On trouve X = (.9999341067,—.9999087092)7 pour Ile
premier systtme, X = (3410001318, —.08700018258)" pour le second,
cond, A = .2193219001 107 et det A — 105 (calculs flottants).

Exercice 5.2. |AB — L], = | A(BA — L)A™Y|, < || AL, |1BA — L], A 7Y,

Exercice 5.3. 2. La premiére inégalité provient de la convexité de x > 0 — 1/x, la
seconde se ramene 3 1/A; < (A1 + A, — A;)/(A1A,) pour tout i. 3. Le max est égal &
(Al + 02)* /(441 L)
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Exercice 5.4. On obtient condz{A) = 141.99295,

Exercice 5.5. Les valeurs singulidres de cette matrice hermitienne sont égales 4 o, =
|a+2|bicosf+1] , 1 € p < n, en vertu de I'exercice 1.13 et cond;A(a,b,b) =
(max, o,}/(min, o).

Exercice 6.1. Posons A = LU. On calcule alternativement les lignes de U et les
colonnes de L de 1 An. Légalité a;; = Y, Lixug; pour j = i,...,n donne la ligne
ideU :uj; = aij — E};]] lixug; . L’e’gali_té a; = Ei:] lppugpour j =i+1,....n
donne la colonne i de L : lﬁ = (aj-; - Z;;ll ljkuk,')/u,-i.

Exercice 6.2. Les matrices triangulaires obtenues a partir de A sont

0.0001 1 L1
U= ( 0 9999 ) b= ( 0 09999 )

aprés permutation des lignes. Leur conditionnement est cond.A = 4.000400040,
condoo U7 = 108 et condooU> = 4.000200020. Cet exemple illustre bien I'intérét
d’une stratégie de type « pivot partiel ».

Exercice 6.3. 1. Linverse d’une matrice d’élimination est donné par
EG,Aieg, -+, Ay = E@,-As1,...,—As). Le produit de k telles matrices
est la matrice triangulaire inférieure obtenue a partir de I, en y substituant
aux colonnes i;...7# la colonne iy de E(,) ... la colonne iy de E(i). 2. Si
E(iy)...E(i)A=Ualors A = LU avec L = E(i)"'... E(i;) ! qui s’obtient sans
calcul.

Exercice 6.4. 5. Notons A = L 4U, la décomposition LUde A.Ona B = A+ uv* =
LaUs +uv* = La(l, + (L uXU;v)*)Us ce qui donne Ly = L4(E + M)A~ et
U = ATI(F + A)Uy avec les notations des questions précédentes.

Exercice 6.5. 11 faut considérer a;; = ka:zﬁ’f 'lixuty; avec i = 1, j > p : on obtient
u1; = 0 puis, avec j = leti > p, onobtient : [;; = 0 et ainsi de suite.

Exercice 7.1. 3. ¢;; = 1si j < i, 0 sinon. La matrice c! = (d;;) est donnée
pard; = 1, d;;_; = —1 et 0 sinon. On obtient la matrice tridiagonale symétrique
Ail :(bij):bii iz,bi+li=bif+i = —lpOUIl - 1,...,”— 1etbnn= 1.

Exercice 7.2. 1. Par récurrence : uyy = ay > 0.SiA=LUalors A, = L, 1U,
ol les matrices A, _,, L,,_ et U,_ sont obtenues a partir de A, L et I/ en supprimant
la derniére ligne et la derniére colonne. Comme u;; > Gpouri = 1...n - 1 par
I’hypothése de recurrence, on a u,, > 0 parce que detA = uyj...uy, > 0.0n a
A=LU = A" =U*L* = (U*D™'WDL*)d’ou L = U*D™! par unicité de la
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décomposition LU et donc (LD'/?)" = D!/2U. La décomposition de Cholesky de
A est donnée par

A= (U*D*]/z)(Dl/QL*) — (LDI/Zj(DI/ZL*) _ (LD]/’_’)(LDI/Z)*'

2. Avec les notations de I’exercice 6.4, la décomposition LU de B est donnée par Ly =
LE+MA Vet Ug = AZYF +A)U.Ona Dg = A 'AD et donc la décomposition
de Cholesky de B est donnée par

Cp = L(E+ MDA ' (AT IADY? = C(D~VAE + HA 1A 2Dy,

Exercice 7.3. 2. Si Zz:i ayer(x) = 0 pour tout x €]0, 1[ alors Z:ﬁ:} apx®tP = (),
p = 1/2 + n. Par dérivations successives et passage 2 la limite pour x — 1 on obtient
Yo O = S (@ +p)=... =37 jal@+p).. . (g+p—n+)=0dob
Siojawar = 0,1 =0...n— 1. Le déterminant de la matrice de ce systéme en les
o est un déterminant de Vandermonde qui est non nul parce que les a; sont distincts.
Donc a = 0 pour tout k et les fonctions ¢, sont indépendantes.

Exercice 7.4. Noter que si A = U DU™ avec D diagonale réelle et U unitaire alors
exp A = Uexp D)U™ est définie positive. Toute matrice définie positive M = UAU™,
A diagonale positive, est de ce type puisque M = exp (U (log AYU™) avec log A =
diag(log d;) lorsque A = diag(d;). Ainsi I’application exponentielle est surjective. On
prouve son injectivité en sujvant les indications données.

Exercice 7.5. La décomposition de Cholesky de la matrice de ce systeme est donnée

300
parC=1 2 4 0 |etsasolutionestx =2,y =4,z7=—1.
11 1
2 0 00
Exercice 7.6. A = CC* avec C = ]1 __1] g g =1L x=0y=1,
0 1 21

z=20.

Exercice 7.7. La. { x; x ) ( i 2, ) ( i; ) = ax] + (b + O)xyxa + dx] est

strictement positif pour tout (x), x2) # (0,0) si et seulement sia > Oetat? + (b+c)t +
d > 0O pourtout ¢t € R ce qui équivautia > 0et A = (b+¢)* —dad = (b —c)? —
Had —be) < 0. Lbb.Onadonca > 0etdet A = ad — bec > 0 mais ces conditions
1 —4
0 1

dans x” Ax > 0, ol ¢; est le /—&me vecteur de la base canonique. 4. La premidre

ne suffisent pas comme le montre A = ( ,xt =x7 = . 3. Fairex = ¢,
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r
étape de la décomposition LU donne (puisque a;; # 0) L1A = ( @ )

0 C
T
d’ob LALT = a(l]l C puisque L; € £;. Prenons x = ( 3 ) y € R*L
0.0nax’L, ALTx y7Cy > 0donc C € P et1’on peut continuer par
y y p

récurrence. On obtient ainsi LALT U avec L € £, U triangulaire supérieure et
U & P. Noter que A est inversible et admet une décomposition LU. §. On obtient
A=L7UL" = MUMT avec M € £, et UMY triangulaire supétieure. C’est la
décomposition LU de A qui est unique. Lorsque A est symétrique ona U = UT donc
U est diagonale positive et A = (MU Y/2)(U/2M) est 1a décomposition de Cholesky
de A.

Exercice 7.8. 1. Tracer le graphe de y = § {x + ¢} . Noter que x; > /a et que la suite
(xp), p = 1, est décroissante et minorée par v/a. 2. On se raméne au cas précédent par
diagonalisation : A = UDU™* avec U unitaire et 1) diagonale positive, Les matrices
X, vérifient X, = UD,U". D, = diag(xp). xop = | et xpey; = % (xp,- + fT‘ ,
p20i=1..n

Exercice 7.9. 1. Il faut montrer que [~ [exp( tB)H exp(—t B)l|, dt converge. Cette
norme est majorée par || H ||, lexp(—tB)|5 = H |l exp(—214,) oA 2 ... 2
An > 0 sont les valeurs propres de B et Iintégrale fo exp(—2tAy)dt converge. 2.
Noter que PH, est un ouvert de H,,. C est une application polynomiale donc C*°
et DC(B)H = Lim ((B +eH)? —~ Bz) /e = BH + HB. 3. Cest une conséquence
du théoréme des fonctions inverses. Il faut prouver que DC(B) est un isomorphisme.
Si DC(BYH = BH + HB = 0, par diagonalisation de B = U DU* (D diagonale,
U unitaire) onse raméne & DK + KD =0avec K = U*HU.Onak;;(A; +4;) =
0 pour tont i et j d’oit K = 0. Ainsi DC(B) : H, — H, est injective et c'est
un isomorphisme. 4. Pour tout K € H,, ona D (\/K K = (DC(B))*1 K d’ott
DC(B)H = BH + HB = K. Pour prouver que H = [ exp(—t B)K exp(—t B)dz il
faut montrer que cette intégrale satisfait  ’équation BH + HB = K. Comme

d
Bexp(—tB)K exp(—tB) +exp(—t B)K exp(—tB)B = T (exp(—t BYK exp(—tBY))
¢
on obtient
BH+HE = / Bexp(—tB)K exp(—t B) + exp(—tB)K exp(—tB)B =
0

~ exp(—tB)K exp(—tB)[;—g° = K.

Comme nous I’avons déja vu,

a0 K|, B!
HD\/XKHZ < ||K12/D exp(—2tA,)dt = Hj\gz = X1l ”2 “2
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Exercice 7.10. 1. Par développement par rapport aux dernitres lignes et colonnes
on obtient det B, , = 2det By, _1 —detBy,. 2, detBz; = letdet B, = 1 d’onx
detB;, = 1 pourtoutn > 1.

-
—
[
o=l

—
p—
=

L
S
S
— ea e
—_—
[Py

B l'=C-TC !donc (B‘l)ij =n—max(i, j)+1 = min(n —i+1,n— j+1). Lafor-

B lee™B !

mule de S-M-W (exercice 1.9) donne ici A~! = (B+ejef)™! =B~ - T Ele =
- B leer8' 4, o _ . . . (n—i+l)in— j+1
Bl - =—S8-— dot (A, = mine — i + 1,n — j + 1) — S=o=it)

min(i, j) — ;5.

Exercice 7.11. Si A = LU (décomposition LU) et si D est la diagonale de U alors
D est définie positive et la décomposition de Cholesky de A est A = CC* avec
C = LD'/? (exercice 7.2). Il est donc clair que, comme pour la décomposition LU
(exercice 6.5), la structure bande de A se transfére sur C.

1 2 0 51 0
Exercice81.A=-L{ 2 —1 0 T ro 2 0
V3 NG
0 0 V5 00 V5

Exercice 8.4. Les valeurs propres de H = I, — 2xx”, ||x||, = 1, sont 1 de multiplicité
n — 1, associée au sous-espace x et —1 de multiplicité | associée au vecteur propre x.
Les valeurs propres de G(r, s, #) sont 1 de multiplicité 7 — 2, associée au sous-espace
propre engendré par les vecteurs de la base canonique ¢, k £ r et s, et exp(£i#f)
associées aux vecteurs propres (1,7)7 et (1, —A)7.

Exercice 8.5. Par récurrence sur . Soit A une valeur propre de A et z, ||z]|, = 1, un
vecteur propre associé. Premier cas : A = +1 etz € R” Notons ¢, = ( z O
une matrice orthogonale dont la premiére colonne est z de sorte que @3z = 0. On
0Tag, = ( A% TAG N _ (A0 N -
a Q] 1_(Q§Az 0L AQ, _(OA,,_l) n_1 €St n n
1 orthogonale. En effet : zTAz = z27Az = A|jzll> = A, QJAz = QAz = 0,
@TAQ)T = QTATz = QTA™'z = QFAz — 0. 1l suffit d’utiliser I"hypothése
de récurrence pour conclure. Deuxiéme cas : A = exp(if), 0 # Oet 7, z € C".
Posons z — x +iy;ona Ax = xcosf — ysinf et Ay = ycosf + xsinf. Noter
que x et y # 0 sont linéairement indépendants parce que sin # # 0. Dans une base
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—sinf cosd
0, = ( u v ) une matrice orthogonale obtenue en complétant 1a base (i, v).
Ona:QTAQ, =

orthonormée du plan OxyonaA(u v )= {(u v) ( cosf  sind ).Soit

. cosfl  sind
((u g)TA(u v) (u v)TAQz): (—sinB c:)sﬁ) 0
QZA(M ’ O An-—l

et I’on raisonne comme dans le premier cas.

Exercice 8.6. Soit A orthogonale et soit A = QR la décomposition QR obtenue par la
méthode de Householder. 0 est le produit d’au plus # — 1 symétries orthogonales. R
est triangulaire supérieure et orthogonale donc diagonale : R — diag(+1). Comme la
méthode de Householder permet de contrdler les signes des entrées r;;, 1 <i < n—1,
on peut supposer que R = diag(i,...,1,%1) c’est donc I'identité ou une symétrie
orthogonale. On obtient ainsi A produit d’au plus 7 — 1 + 1 symétries orthogonales.

Exercice 8.7. On procéde comme dans la méthode de Householder maijs en utilisant
cette fois des rotations (pas nécessairement des rotations de Givens). Le premier
vecteur-colonne a; de A est « rabattu » sur ||a ||, e; par une rotation R, et cetera. On
obtient ainsi R,-1 ... R|A = R triangulaire supérieure et orthogonale et donc, comme
dans I’exercice précédent, R = diag(l...., I, +1) est 'identité ou une symétrie
orthogonale. On obtient ainsi A produit d’au plus n — 1 rotations et au plus 1 symétrie
orthogonale.

e pse’™
et p1pse’® =0 4 pypye®—0) — 0, Cette deritre équatjon impose p1ps = p2ps
et §» — 84 = 83 — 67 modulo (27). Prenons p; = cosa, p2 = sina, p3 == sin f3,
ps =cos Bavec0 < a, B < 7/2. Comme p1p3 = paps onaa = B. La condition sur
les #; permet d’obtenir 84 = 8, + 83 — 61 — 7 (modulo 27). On prend donc #; = &,
Oy =7+7, 03 =080 =7+v—0.2.U € SU, lorsque detU = & — 1
¢’est-a-dire lorsque v = — .

if 63
Exercice 8.8. 1. U — g plei(ﬁ‘g P ) avec p; = 0, p7+p3 — pi+pi = 1
{6y i

b

11
2.LM = (a b)(0 1)=(a a+b),(LM)*=(aib)zz+(i—+mfv

B 1 -1 a a—b !
wi=(o ) (5 )= (707 ) ot

Exercice 9.1. 1. L : B2 — R est surjective donc LT = L*(LL*) ! = ( “ ) -
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Exercice 9.2. Si L = x = (x ... x )T # 0 alors (cas injectif)
Lt =@ D)7'L* = x*/ ||x|3.

Exercice 9.3. A est un opérateur de rang 1, (Ker A)* (C\ etIm A = Cx. Soit z
C" ; sa projection orthogonale sur Im A est 1l 4z = x {z.x) / [|x H2 On rechenche

u € (Ker A)* tel que Au = Il 4z. On obtient u = Q;‘)) _ _yx'g
EHE N E I,

Exercice 9.4. Utiliser 1a proposition 9.4 avec L. = AA* et P = A*TAT,

Exercice 9.5. Considérer une matrice nilpotente comme ( g g) ) .

Exercice 9.6. Non. Considérer 1a matrice A de ’exercice 9.3.

Exercice 9.7. 1. Puisque les valeurs propres de A*A sont en nombre fini. il existe
un disque centré en 0 qui ne contient pas de valeurs propres sauf éventuellement 0.
Ainsi t1, + A” A est inversible pour tout £ # 0 dans ce disque. Idem pour AA™, 2. Par
une décomposition en valeurs singulitres A = VU™ on obtient (1, + A*A) 14* —
Utl, +Z*3)"13*V*. Un calcul direct montre que lim, .o(tf, + 2*T) 13+ — 3T,

Exercice 98. TmA = {ycR? : yy=y}. Kerd = {xcR* : x,+x, =0},

Kerdy* ={x e R : x; =x:2},1a roectlondebEsturImAestb’”’ !
projy 1

dont I’antécédent dans (Ker A)' est 222 ( i ) .

Exercice 99. ImA — {xl(l 1 0) +x(t 0 1) :x,meRy,

KerA = {XER?".)C]::Q:O}, (Ker A)t = {xER3:x3:0,
2by + by + by

b = % by +2by — b3y |, les solutions du syteme Ax = b sont x =—
b, — by +2bs

b1+2b2*b3
% by — by +2b; et 1a solution de norme minimale correspond a x3 = 0.
A3

Exercice 9.10. L’identité (A+ E)x’ = b donne A(x —x") =
(| Ell  Ix"[|,- On prend ensuite E = A(x — x")x™/ Hx’Hg et I’on vérifie facilement que
(A+E)x' = betque || Ell, = A6 — ), / |1,

Exercice 9.11. Les solutions x de ce probléme sont les antécédents par A de la
projection orthogonale b de b sur Im A pour le produit scalaire { , }s- On a donc
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b = A¥ et (E—b,Ax)S = 0 pour tout x € R" c’est a dire (AX — b, SAx) =
{A*S(Ax — b), x) = O pour tout x € R”".

Exercice 9.12. 1. Si M ; = g alors 7 + Ax = 0 et A*r = 0. On obtient

A*(r + Ax) = A¥Ax = O et donc x = 0 puisque rang A = n (dans c¢ cas A*A
est inversible). Mais alors » = r + Ax = 0 et ceci prouve que M est inversible. 2.
M ( ; ) = ( g ) s'éeritry + Ax = bet A¥r =0d ol A'r + A"Ax = A*Ax =
A*b qui est 'équation normale du probléme des moindres carrés inf, ||Ax — bll,.
Réciproquement, si A*Ax = A*b, posanir = b — Ax,ona A*r = A"b— A*Ax =0
et donc M ( : ) = ( g ) 3. Notons ; = ... = , > 0les valeurs singulidres
de A.Si M(; ) = A ; onar+Ax = Aret A*r = Ax. Une solution

dece systtmeest A = 1, x = 0,r € Ker A" = (Im Ayl qui est un espace de
dimensionm — n; A # ] conduit A x # 0 d’ol A*(r + Ax) = AA*r etdonc & Ax +
A*Ax = A%x. Ceci prouve que A*> — A = ¢} donc que A = (1 + /1 +403) /220
valeurs propres). Comme M est hermitienne, ses valeurs singuli¢res sont les valeurs
absolues de ses valeurs propres : | et [A] = (\/ l+do; £ l) /2. La plus grande

d'entre-elles est | M|, — (1‘ /1+40% + ]) /2 et la plus petite est || M~
o, = V2et (\/1 +4do? — 1) /2 sinon, d’ob le conditionnement de M : condy(M) =

(\/1—@—%1) [2sia, = V2et (M+])/(M—l) sinon.
(gor )~ (0)

1.équation normale de ce dernier probleme est (A*A + pl,)x = A*b dod x, =
(A*A + pI,)" ' A*b. Noter que les valeurs propres de A*A + pl, sont o7 + p > 0 o
o7 2 ... = o2 = 0 sont les valeurs propres de A*A. 2. ||Ax, — bﬂj +p iixpllg <
1Axy ~ blly + pilxarll; < [|Axy = Bll3 + ' [lxp]l; - D autre part x,r = (AA +
p'I)"(A*A + pl,)x,. Les valeurs singuligres de cette matrice sont (63 + p)/(a7 +
p) € 1,1 € k < n,done [[xp[[, < [Ix,]f, et [[Ax, — bl, < [[Axy —b,. 3.
limyox, = lim,o(A*A + pI,) " A*h = ATh = x; par I'exercice 9.7.

2=1Si

2
Exercice 9.13. 1. inf, cc» || Ax — bii§+p llx13 = inf,een

“
A

Exercice 9.14. Raisonner comrme dans J’exercice 9.12.

Exercice 10.1. 1. La matrice J de la méthode de Jacobi est égale a

J = 0 —au/au
—ay/ax 0
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et celle de la méthode de Gauss-Seidel
G = 0 —d13 / 23] '
0 (apau) /(@nan)
2. Le rayon spectral de J est égal a \/ [(@2a21) / (@11a22)|. Pour ta matrice G on
a p(G) = |(apaz))/ (ajan) et donc p(J)* = p(G). Lorsque les deux méthodes
sont convergentes, alors la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement que la
méthode de Jacobi. 3. Aprés permutation des lignes et en supposant gy2ay; # 0, on
ap(J) = v/|(anax) / (@pan)| et p(G) = |(anazs) [/ (@12a21)]. Les rayons spectraux

sont les inverses des précédents. 4. Faire un dessin. On remarque que pour Gauss-
Seidel, les itérés successifs se situent sur la droite {Ds).

Exercice 10.2. Pour la premiére matrice, on a p(Jf) = 0 et p(G) == 2. La méthode de
Jacobi est convergente et la méthode de Gauss-Seidel ne I’est pas. Pour la seconde
matrice, on a p(J) = v/5/2 et p(G) = 1/2. C’est le contraire qui se passe.

-(% )
(%) ()2 8)

(1—-w)h —wkK
ww— DK o0*K?+(1 — ¢

Exercice 10.3.1,Ona

et

G - L 0 (1 — ) —wkK
@ —wK I 0 {1 — )l

2. Pour la méthode de Jacobi, on a

Xp3+ kg 1
Ye3FIk4 2

Xk+ti = 4 3

pouri =1,2, ¢t
xk,l +xm 1
X+l = — 1 + 3

pour i = 3 4. Sachant que xp; = 0, on obtient x; ; = Ele(l/Q)’ = (1-(1/2)%) pour
toutes les coordonnées . Pour la méthode de Gauss-Seidel, les coordonnées i = 1,2

suivent la récurrence
Xp3+xpa 1
Xyl = ———— + =

4 2
et les coordonnées i — 3, 4 la récurrence

Xe3+xps 3
X+l — s + 3
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Les conditions initiales et cette récurrence montrent que x;; = (1 - ( ]/2)") pour
i=1L2etx,; =(1— (1/4)") pour i = 3, 4. 3. Les valeurs propres de J sont égales
20,4 1/2 et donc p(J) = 1 /2. Pour G on obtient les valeurs propres 0, 1/4 et donc
p(G) = 1/4. 4.a En utilisant les blocs de la matrice G, qui commutent entre eux on
obtient le polyndme caractéristique pg_ (x) de G, comme déterminant de la matrice
2x2

(l-w—xPh+( —w-x)0*K?+0*(w—-2)K? = (1 —w —x)*h — o*(1 +x)K?

(voir exercice 1.9). Ona pg,(x) = (1 — @ — x)*((1 — @ — x)* — &*(1 + x)/%) qui
admet pour racines 1 — e (racine double) et les deux racines du polynéme g(x) =
22— (21 — o) + @*/4) x + (1 — w)*. 04.b On étudie le signe du déterminant A du
polynéme g(x). Ona A = (1 — w)w? + w/16. Ses racines sont 0 (racine double) et
42 ++/3). Laracine @ = 4(2 - +/3) appartient 2 I'intervalle 10, 2[. Pour @ €]0, @[
A est positif et les deux racines réelles du polyndme g(x) sont | — @ + @’ /8 +
(@/2)\/1 —0+w?/16.Soitr = 1 — w + & /8 + (®/2)\/1 — &+ ©?/16 la plus
grande des deux racines. Pour @ €]0,1]onar = 1 —~ w et donc p(G,) = r. Pour
@ €]1, ] on vérifie que r > @ — 1 et donc aussi p(G,,) = r. Pour w €]w, 2[ la racine
complexe s = 1 — w + &* /8 +(0/2)i \/© — 1 — «?/16 satisfait |s| = @ — 1. On
a donc p(G,) = w — t. 4 On vérifie que la fonction w — r est décroissante sur
Iintervalle 10, @[. La valeur minimale de p(G,) estdonc 1 — @+ @ /8 =@ — 1.

Exercice 10.4. L.a Evident a partir de I'égalité¢ Bx = Ax. Lb La question précédente
montre que {A%, A € spec(B)} C spec (B By), et ainsi p(BY < p(ByB). 1
Réciproquement, soit u € spec (B) B2), g # O et A tel que A2 = p. Il existe x # 0 tel
que By Byx = px. Définissons y = (1/A) Byx. Onay # 0et Bjy = (1/A) B1Box =
Ax. A vérifie donc B>x = Ay et B;y = Ax. On voit que A est valeur propre de B. On
adonc p(B;B>) € p(BY.2.a0na

( 0 D4 )
J = 2
D;y'A; 0

et donc p(J) = \/ (D 1AgD§" ! A,) d’apres 1a question précédente. 2.b Par identifi-
cation on obtient facilement I’expression de linverse :

p, o\'_( b 0
—wA; D "\ wD;'A;D Dy )

On obtient

G (1 — o), wD['A,
“ ol —o)D;'Ay DT AD A+l = @)y )
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2.Pourw=1ona

_ 0 DA,
Gi=6= (0 DIAZD A])

et donc p(G) = p(D;'A;D7'A)). 2.d La méthode de Jacobi converge
si et seulement si p(J) = \/;(DI_IAIDZ_IAZ) < 1. Pour Gauss-Seidel
la condition est p(G) = p(D;lAgD,_lAl) < 1. On sait que pour toutes
matrices A et B de C"" on a p(AB) = p(BA) (voir exercice 4.1). On
a donc p(D;y'A;DT'A) = p(Dy7'A1D;'A) et les deux conditions sont

équivalents. 2.e Le calcul de det(G,) est obtenu grice au produit des déter-
minants des deux matrices blocs triangulaires qui constituent G,. On obtient
det(G,,) = det(D[") det(D; 1) det((1 — w)Dy) det({1 — w)Dy) = (1 — w)**. Sachant
que | det(G,,)] € p(G,)*" puisque le déterminant est le produit des valeurs propres,
une condition nécessaire pour avoir la convergence est que |1 — w| < p(Gy) < 1
c'est-a-dire 0 < @ < 2. 2.f La condition donnée par le théoréme 10.9 est que
(2 — w)D)/w et (2 — w) D5 /w soient définies positives ce qui est le cas puisque D, et
D, sont des blocs diagonaux d’une matrice définie positive.

Exercice 19.5. 2.a Utilisons la décomposition A = D— E—F.Ona J = D~YE+F)
pour la matrice de Jacobi et G = (D — E)~' F pour Gauss-Seidel. Le polyndme carac-
téristique de .J est donné par pj(x) = det D~NE+F)—x1,) = det(—D~") det(xD —
E — F). Pour Gauss-Seidel, on a le polyndme pg(x) = det((D — E)'F — xI,) =
det((E — D)™!) detixD — xE — F). Pour A # 0 on a d’aprés la question 1.a pré-
cédente det(A2D — AZE — F) = det(A2D — AE — AF) = A"det(AD — E — F).
On voit donc que si w0 7 0 est une valeur propre de G alors ses deux racines
carrées complexes *A sont valeurs propres de J et 1ecxpr0quement SiA # 0 est
valeur propre de J. alors A? est valeur propre de G. On a ainsi p(G) = p(J)2. 2.b
La convergence (ou divergence) simultanée des deux méthodes est évidente. Pour
montrer que leur convergence implique que A,(s, a, b) est inversible i1 suffit d’ob-
server que An(s,a,b) = D(I, — D' (F + F)) et que p(D*I(E + F)) < | implique

(I, — D~ Y(E + F)) inversible (voir exercice 3.4). 3. D’apres I'exercice 1.13 on sait que
les n valeurs propres de la matrice C,(a, b) sont données par 2v/ab cos(k 7 /(n + 1))
aveck = 1,...,n et vab une racine de ab. Les valeurs propres de la matrice J sont

donc égales a 2(\/ b/s) costkr /(n + 1)) et p(Jy = 2|Vab/s| cos(r /(n + 1)). Les
deux méthodes convergent si et seulement si 2|v/ab/s| cos(rr /(n + 1)) < 1.

Exercice 10,6, 1. L'itération s’écrit xpey = (I, — a¢A)x, + ab. Notons Ay = ... >
An > 0les valeurs propres de A. Les valeurs propres de la matrice B, = (I, — @A)
sont de la forme 1 — aA; pour tout i = 1,...,#n. Le graphe des différentes fonctions
@ +— |1 —a);| montre que pour e €10,2/A,[ la méthode est convergente. 2. Le graphe
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des fonctions montre que la valeur optimale de p(B,) est obtenue pour @ solution de
1 — at, = @Ay — 1 c’est-a-dire @ = 2/(A[ + Ap).

Exercice 11.1. 1. La dérivée de la fonction p +— {lx — (xp — p(Ax; — B)) |3 vaut
{A(x —xp+p(Ax; — b)), Ax; — b). A I'optimum on a donc pi (A(Axy —b), Axi—b) =
{Axy — b, Axg — b) et pp = (ry, 1) [ (Arg, ). Par ailleurs, la dérivée de la fonction
p g{xi — p(Ax, — b)) estégale & —{A(x; — p(Axy — b)), Ax, — b) + (b, Ax; — b}
et on retrouve la valeur py & optimum. De 1'égalité xiy = x¢ — pr(Axi — D) on
déduit Axiyy — b = Axy — b — pp A(Ax; — b) et donc (Axy,y — b, Ax, — b) =
{Axy — b, Axy — b) — pe{A(Ax, — D), Axy — b). La valeur de p; montre que
{AXpe =D, Axpe— by =0.2. A partir de ||x — xp1 |5 = ||x—xk+pk(/\xk—b)“?4 etdela
valeur de py on tire [lx ~xpe1 |3 = x —xp I3 +p7 | Axi — B3 +2pe (Alx —x), Ax—b)

et lx — xealld = dix — xlid — (re,re)*/ {Are, 7). On remarque que
Ix - x )% = (Ax — 3).x — x) = (. A7'r) = (A 'ri, ). On obtient
donc D'égalité ||exs |3 = llex I3 (1 —A{re, k) [ YA, Fy) (A"lrk,rk))) .

L’inégalité de Kantorovitch donne (] ~Are,r ) QA ) (A ) €

(1 -4/ ((c:c»ndgA))I/2 +(cond2A)—1/2)— = (condpA — 1)* /(condaA + 1)?, qui
implique le résultat. L.a majoration de I'erreur obtenue pour le gradient conjugué est de
la forme (v/cond> A — 1) / (v/eonda A +1). Ona (/x — D)/(/x+ 1) < (x ~1)/(x+1)
pour tout x > 1. La vitesse de convergence méthode du gradient conjugué est donc
supérieure i la vitesse de 1a méthode du gradient 4 pas optimal.

Exercice 11.2. 1. Les conditions d’optimalité sont x;,; = x; + g avec g € Gy et
Vg(xie1) L Gy ¢est-d-dire Axy) — b L Gy, Ona Axy — b € Gy done Vg(xpe) L
Vg(x;). 2. Par récurrence sur j. Pour j = 0, on a Gy = K (A, rp). Supposons que
Gj = ]Cj.H(A,Fg) pour j £ k — L. De I’égalité Xjp) = X;+gjavec g; € G’j et de
AK1(A, ro) C Kj2(A, rp) ondéduit Ax;, —b = Ax;— b+ Agjetdonc Axj, —b €
K i42(A, ro). Puisque par hypothése les vecteurs Ax; — b sont non nuls et orthogonaux
entre eux d’apres laquestion 1,onadim G, = j+2. DedimK;,2(A,r) < j+2on
‘déduit donc que G .1 = Kj42(A, ro). On montre facilement par récurrence sur j 2 1
que x; € x5+ KC;(A, rp). On retrouve done les conditions (11.4) et (11.5) définissant
de maniére unique la solution du gradient conjugué.

Exercice 12.1. Posons 8(A, B) — max,¢ 4 min,cp d(x, y) de sorte que hd(A, B) =
max (6(A, B), 8(B, A})). 6(A, B) et hd(A, B) sont bien définis parce que A ¢t B sont
compacts et non vides, Prouvons 1'inégalité triangulaire, les autres axiomes des dis-
tances sont faciles i vérifier. Prenons x £ A, y € Betz € C ol A, B et C sont com-
pacts et non vides. On a successivement : d(x, z) < d(x, y)+d(y, z), minyec dlx,z) <
di(x,¥)+mingee d(y, 2), mingec d(x,7) < d(x, y) + max,cp min;cc d(y, 2). Min.cc
d(x,z) < minyegd(x,y) + 8(B,C), 8(A,C) < 8(A, B) + 6(B,C). On montre de
méme que 8(C, A) < 8(B, A) + 6(C, B)d ol hd(A,C) < hd(A, B) + hd(B, ().
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Exercice 12.2. 1, La sphére Sy est compacte, non vide et x*Ax est
une fonction continue. 2. Maxxeg,, Minges, X°AX = mMaXycg,, Minges,
(U*x)*D(U*x) = maxyeg,, min,cg, y*Dyenposanty = U'x et ¥ = U*X Ona
U*Syx =Sy parcequeU est unitaire. 3. Lorsque y, = 0,i41 <k <n,et|y|, = lon

ay Dy =S _ Alwl = A4 Notons Z; = {y e C" @ 3 =0, 1 Sk <i—1}
qui est de dimensionn —i + 1 etsoit ¥ € G, ;. Puisque dim¥ =7 ona¥ N Z; # {0}
et il existe y de norme 1 dans cette intersection. On a y*Dy = S, A¢| yklz < A;
On obtient ainsi, pour tout ¥ € G, ;, min,cs, v Dy < A; etil y a égalité pour le
sous-espace ¥ = ¥; décrit 4 la question 3. Ceci prouve que

max min y *Dy = A; = max minx*Ax

YEG,, yeby XEG,, xESx
obtenu lorsque U*X = ¥; ¢'est-a-dire pour X engendré par des vecteurs propres
Ui, ..., u; associ€s aux valeurs propres Ay, ..., A 8. Ay = max| - X" Ax, A, =
Miny ), =1 X" Ax. 6. A (A) (resp. A,(A)) est convexe (resp. concave) parce que c’est
Penveloppe supérieure (resp. I’enveloppe inférieure) de 1a famille de formes linéaires
A —x¥Ax,

Exercice 12.3. 1. C’est une conséquence de I'exercice 12.2 : y; = maxyeg, , Minyeg,

x*Bx.S5i X € (G,” réalise ce maximum on obtient y; = min s, x*Bx < x*Bx
pout tout x € X, Htz = 1, d’00 g < minges, X*Ax + maxj, = X Ex < A + &1
3. Puisque A; + &, < g; < A; + &, on obtient ],u, — A < maxg |g] = HA - B|,.
4. Lorsque E est semi- deﬁnie positive on a &, = 0 et I'inégalité A; + &, < u; donne
A<y

Exercice 13.1. Les sous-espaces de R” invariants par la rotation de Givens G(i, j, §)
sont le plan de rotation [e;, ¢;], les axes [ex], & # i et j, et toute somme directe d’iceux.
Les sous-espaces simples sont [e;, e;] et son complémentaire orthogonal.

Exercice 13.3. Lorsque A et B sont diagonales AQ— QB = C devient A;q;; —gijpt; =
cij d'ol g;; = ¢;j/(A — w;). Dans le cas diagonalisable AQ — QB = C devient
MD\M'Q— QND,N~! = Cetdonc Dy(M 'ON)—(M~'QN)D, = M 'CN.
Ainsi O = MRN~'avecr;; = (MTICN); /(A — p)).

Exercice 13.4. 1. La condition spec A N spec (—A*) = & est réa]isée parce
que A est stable. On uatilise alors le théoréme 13.9. 2. Notons que exp(tA)

Aexp(tA) = exp(rA)A. On obtient : I 4 exp(tA)Q exp(tA ) = exp(tA)(AQ +
QA )exp(tA ) = exp(tA)Dexp(tA*) de sorte que fo exp(tA)D exp(tA™)dt =
fo £ exp(tA)Q exp(r A*)dt = exp(T A)Q exp(T A*) — Q. Nous allons montrer que
limy_, c exp(T A) = limy .o exp({T A*) = 0 ce qui permettra de conclure. Pour ce
faire on utilise la décomposition de Jordan : A = PJP~L J = diag(Jy,..., J,),
Jy = Aely, + N, (théoréme 1.5). On a : exp(TA) = Pexp(TJH)P ! et
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lexp(T A)l, < |[Pll, || P ||, maxs fexp(T Jo)l, = [Pl || P[], max jexp(T Ay)
i3 n—1
flexp(T Ny}, - Comme N = O etque [N, [, < 1 onallexp(T Np)lf, < Ef:? =
et donc, en résumé, |lexp(T A)ll, < [P, || P ||, maxy exp(TR(A)) D7, - 1l
est clair que cette expression a pour limite 0 lorsque T tend vers I'infini parce que
R(A;) < 0 pour tout k. Méme chose pour exp(T A*) puisque les parties réelles des

valeurs propres de A et de A* sont les mémes. 6. L'identité H ( 127 ) = ( g ) A

s’écrit A* = YAY ! et AZ + ZA = DY, On peut prendre ¥ et A donnés par
une décomposition de Schur de A* et Z solution de 1'équation de Sylvester
AZ + ZA = DY. Sa solution est unigue puisque spec A Mspec (—A) = &. On a
alors A(ZY )+ (ZY " DA* = (AZ + ZA)Y ! = D etdonc Q = Z¥ ! par unicité
de 1a solution de I’équation de Lyapunov.

Exercice 14.1. 1l revient au méme d’étudier le comportement de la suite %, n > 0,
Cette suite est périodique si 8 = am avec @ € Q. Lorsque & € R\ (Q, la suite est
dense dans le cercle unité.

Exercice 14.2. Soit (x;) une base de vecteurs propres de A. On €crit que 2 = apx, +
ot agxpavec l € p <K netap, # 0 Onaalors g = Akz/ ”A"z”z, Afz =
aP/\";xp +...+ a,,/\ﬁx,, et I’on montre que limy_ oc 4,(2x, x,) = 0.

Exercice 14.3. 1. 4V, V) = SUP ey |u),=1 inf,ew lv — wil, . L'infimum est
atteint lorsque w = ILwv est la projection orthogonale de v sur Y. Ainsi
dV,2W) = sup,ey =1 lv — Ihavll, et c’est un maximum par compacité
de la sphere unité. 2, Comme v — IMyyv = Tl.v on obtient d(V, V) =
SUPy eV jjufj,=1 yevll, = SUP)4y,=1 iy ollyzll, = My oTlyil,. 3.
dW+, vy = |y oM, = [y olly|, parce que les normes d’un
opératenr et de son adjoint sont les mémes. 4. V se décompose orthogonalement en
V=nmWre¥n¥nwt)etdeméme W = (Y NWV) & OV N (VN W)
Soitv € V, v = v +wmavecy; € VN W)etw € (VN (VN W)Y, 1l se projette
sur Wen lhywo = vi + Ugyrpawnyve et done v — Tlyv = va ~ Mpynwomwy vz
5.0'< d(V, W) = [Ty o Tyll, < [Tyl [Ty, < L. 6. Par 1 d(V, W) = 0
si et seulement si pour tout v € Vil existe w € W tel que ||v—wl, = 0
cesta-dire si ¥V C W. LdV, W) = |[Tlyw ollyzi, pour un z de norme
1.Siz ¢ Valors ||Uyzll, < |z, = | et donc 4V, W) < 1. De méme, si
Myz ¢ W' on aura d(V, W) < 1. Ceci prouve que 4(V, W) = 1 implique
Wt NV # {0}. Réciproguement si W+ NV # {0}, pour un z € Wt Ny,
[|lz]l2 = 1,ona My o [lyz = z done d(V, W) = [Ty ollyzljy = |jz]]z = 1 d’oi
d(V, W) = 1.8. d(Vl,V3) = HHV}L e} HV1”2 = ;HVEJ' O(Hv2 +Hv2¢) o Hvl(, g

llﬂvz'i o1, oﬂV]“2 + HHV;L oIl o HV’“z < ”ﬂv; olly,

T+
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HHVSL 2 HHVZL o Iy, Hz < ”HVSL o Iy, 2+”HV2L OHV’”z = d0V2, V) +d0, V).
9. Facile. 10. Provient de 9. 11. d(V; & WV, W) =

My : o ygy, |l = My o (My, + Ty, < [Ty o Iy, [+ [Ty o Tyl =
d(V1, W) +d(Va, W). Deplussivy € Vietvy € Vaona ||y (v +m)|], <
Moy + [Ty rvally < Thwe o Ty, [[on]ly + [Ty e o Ty 5 fluafl, <

max(d(V;, W), d(Va, W)({lvi ||+l v2ll,) < max{d(V;, W).d(V», W))\/_Hvl + w2, .

13. d(V, W) est la plus grande valeur singuliere de ITyy. o ITy, = [Ty, — ITyy, o Iy, et,
de la m&me maniére, 4(}V, V) est la plus grande valeur singuliére de IT,,. o ITyy =
Iy, —I1y, 0I0,4. Soit Q une transformation unitaire, involutive (Q? = id,) et telle que
OV =W.Onallyy = QecllyoQdoncIly —Tlyyolly =TIy, —Qollyo Qolly,
CtHW _HV OHW = QO(HV — QOHV o QOHv)O Qdesortequeﬂwi OHV
et ITy,. o ITyy ont les mémes valeurs singuliéres. L'existence d’une involution qui
«rabat » ) sur W est admise, Daus le cas de droites on peut prendre une symélrie
orthogonale. 14. C’est une conséquence de 5, 6, 8 et 13.

Exercice 144. T, — RQ+ul, = Q" (QOR+ul,)Q = QT Q done T, est hermitienne
et unitairement semblable & 7. Nous devons maintenant prouver que QR tridiagonale
et hermitienne implique R Q tridiagonale. Un argument de continuité permet aussi
de supposer que QR est inversible. Comme T est tridiagonale et R~! triangulaire
supéricure, O = T R~! est une matrice de Hessenberg. Mais alors R Q est elle-aussi
de Hessenberg et, puisqu’elle est hermitienne, elle est tridiagonale.

Exercice 14.5. Puisque A — u/, n’est pas 1nver31blc on peut prendre A — ulb = OR

T w v
avec R = ( 0 0 ).Malsalors RO+ uly = ( 0 u
Exercice 15.1. 1. L' égalité est évidente pour j = 1,.. .,k — 1 puisque K (A, v) est le
sous-espace vectoriel généré par les vecteurs v, Av, A%v, ..., A* 1v, Pour j = kona

PiA*v = PAAY 1o = (P AP) PuA o = (PRRAP) (PLAPO)Y o = (P AP v.
Pour tout polyndéme p € Py, p(x) = ZLO a;jx/, ona P,p(An = Zf{:o aj P Al =
E";:Oaj(PkAPk)fv = p(PiAP)v. 2. Sachant que P, = 0, Q;, on vérific faci-
lement que (PAP)Y = Qu(QFAQx) QF pour tout j. On a donc Pipr(A)w =
(P APy = O pi(Q; AQy) @ v. D'apres le théoréme de Cayley-Hamilton 1.2 on
a pr(QF AQy) = Oetdonc Ppi{A)v =0.3.Ona {p(A)v, Pew) = {(Pepp(A)v, w)
pour tout w € C", Sachant que Prpi(A)v = 0 par la question précédente et que
Py = u pour tout u € K (A, v), on adonc {pr(A)v,u) = 0 pour tout u € Ki(A, v).

I espace affine P est égal a Pp_| +x* olt Po_j est I’ espace vectoriel des polynémes
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de degré inférieur ou égal 4 k& — 1. La solution unique p du probléme

min || p(A)v])2
peEP

est caractérisée par p € Py et {p(Aw,g(A) = 0 pour tout ¢ € Py, autrement dit
{p(Ayv,u) = Opour tout u € Ky(A, v). Le polyndme (—1)¢ py satisfait ces conditions
et est donc la solution de ce probléme.

Exercice 16.1. 1. A partir de I’expression de A5’ on a donc

w = (Zj.:lju — i) f i ﬁjh)fj-) pour tout i = 1,...n.
2. La solution u exprimée a partir du noyau de Green est donnée par
ulx) = [01 G(x,y) f(y)dv. Si Uon discrétise cette intégrale par la méthode des
trapézes en utilisant la subdivision de [0, I] par les points y; = jh, j =0,....n+1
et sachant que G(x,yp) = G(x,y.41) = 0, on obtient, aux points x; = ik,
ux) = [ Glu, ) f(»dy ~ h 25 Gl yy) f(3;)-OnaGlx;, y;) = jh(1~ih)
sij<ietGlx,y))=ith(l — jh)sij>i Enprenant f; = f(y;), on obtient ainsi
I’expression obtenue & la question 1.

Exercice 16,2. On voit que le coefficient j{ de C est donné par cy_j;j od {{ — jlestle
représentant compris entre O et# — | de / — j dans le groupe additif Z /nZ. Calculons
le coefficient jk du produit C®, Ona (CP); = 5| cy_ne~"* 1. Pour que 1a
colonne k de @ soit un vecteur propre de C il faut qu’il existe un scalaire A; tel que
(CP)jp = M 0V~ =D pourtout j = 1,...,n. En multipliant les deux membres de
cette égalité par @~ U~D% =1 on obtient Ay = > ; cy— e ~*~D On va montrer
que cette somme ne dépend pas de j. Pour cela on partage la somme en deux :
/. et>°;_ .. On ad une part Iopej =@ TN = 5T 0! 7D, dautre
part Zf:ll ey D = Z.{;ll Cinet— @ ED = E?:_nl—jﬂ ¢! =D En
définitive Ay = S0~ ¢;0/ ®71, Les valeurs propres A; de C sont données par
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Hilbert 89
Householder 116
normale 10
orthogonale 10
par blocs 12
permutation 76
racine carrée 95
raideur 263
semblables 4
semi-définie positive 87
sous-matrice 2
stable 220
Stiefel 107
symétrique 9
transposition 76
triangulaire inférieure par blocs 12
triangulaire supérieure par blocs 12
triangularisable 5
tridiagonale 124
unitaire 9
Vandermonde 264
méthode
différences finies 260
directe 161
Gauss-Newton 272
GMRES 181



Index

gradient 3 pas constant 179
gradient 3 pas optimal 201
gradient conjugué 181
Newton 271
plus grande pente 179
puissance 225
QR 236
QR avec stratégie du décalage 243
redémarrage 188, 254
Richardson 179
méthode itérative
consistante 162
convergente 162
Gauss-Seidel 166
Jacobi 166
par blocs 167
relaxation 167
relaxation symétrique 167
SOR 167
SSOR 167
moindres carrés 146
contraints 150
non-linéaites 272
régularisés 158
multiplicité algébrique 3
multiplicité géométrique 4

N

neeud du maillage 263
nombre flottant
base 25
double précision 27
exposant 25
mantisse 25
nombre 25
normalisé 26
précision 25
norme
1—nome 34
2—norme 36
oo—norme 35
consistante 33
d’opérateur 33
F.norme 38

Frobenins 38
multiplicative 33
spectrale 36
noyau 3
noyau de Green 259

opérateur
adjoint §
hermitien 8
symétrique 9

orthonormalisation de Gram-Schmidt 109

overflow 26

Petrov-Galerkin 182
pivot
Gauss 74
partiel 77
total 77
point-selle 94
polyndme
annulateur 5
caractéristique 3
matriciel 5
préconditionnement
a droite 65
a gauche 64
A gauche et 4 droite 65
d’un systéme linéaire 64
probléme d’évolution 273
procédé de réorthogonalisation 112
procédure de Rayleigh-Ritz 252
produit
hermitien 7
scalaire 8
produit par blocs 12
projectenr 11
projection orthogonale 11

Q

quadrique 91
quotient de Rayleigh 211, 252
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rang 2

rayon spectral 35
résidu minimum 146
rotation de Givens 113

S

sous-espace caractéristique 5

sous-espace invariant 213
complémentaire 214
simple 214

sous-espace propre 4

spectre 3

splines cubiques naturelles 267

systeme
sous-déterminé 146
surdéterminé 146

Index

trace 6

underflow 26
unité d’arrondi 26

valeur de Ritz 252
valeur propre 3
valeur singuliere 47
vecteur d’état 273
vecteur de Ritz 252
vecteur propre 4
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